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PREFACIO

Estas notas de aula s@o resultados das aulas de Matemdtica II, as quais s@o ministradas
na Universidade Federal de Alfenas - UNIFAL, campus de Varginha. O objetivo dessas
notas € auxiliar o aluno na aprendizagem dos conceitos matematicos durante o curso. Para
elaboracdo dessa notas, foram utilizados os livros intitulados “Curso de Andlise” (LIMA,
1989) e “Caélculo” (APOSTOL, 1981).
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Capitulo 1

Conceitos Fundamentais de Geometria

Analitica

Neste capitulo, apresentam-se alguns topicos de geometria analitica vetorial, indispensaveis

para o estudo do célculo diferencial e integral de fungdes de vérias varidveis.

1.1 O Espaco Vetorial R"

Definicao 1.1 (Espaco euclidiano n dimensional). Seja n um niimero natural. O espagco
euclidiano n dimensional, denotado por R", é o produto cartesiano de n copias de R,
ou seja, R"" = R x R x ... Xx R. Os elementos desse conjunto sdo as listas de niimeros
reais da forma x = (x4, ...,x,). Para cadai = 1,...,n, o termo x; chama-se a i-ésima

coordenada do elemento .

Quando trabalha-se com o espago euclidiano n dimensional, convém destacar alguns
casos particulares de fundamental importancia: quando n = 1, R! = R é o conjunto
dos numeros reais, que geometricamente ¢ representado por uma reta; quando n = 2,
R? = R x R € o plano cartesiano; e quando n = 3, R* = R x R x R representa o espago
euclidiano tridimensional. Denota-se por z = (x1, z3) um elemento qualquer do espago
R? e por x = (21, T2, 3) um elemento qualquer do espago R3. Os elementos de R™ sdo
chamados de pontos ou de vetores. Denota-se por 0 = (0, ..., 0) o vetor, cujas coordenadas
sdo todas nulas, o qual é chamado a origem de R". Dado um elemento z = (z1, ..., z,)
de R™, o vetor —x = (—x1, ..., —2,) chama-se vefor oposto a .

Define-se, em R", duas operagdes: adi¢do e multiplicacdo de um nimero real por
um vetor. A adi¢@o faz corresponder a cada par de elementos z = (x1,...,x,) e y =
(y1, ---, Yn) um dnico elemento de R" chamado soma de = com y, denotada e definida por

r+y = (x1+y1,..,Tp + yn). J4 a multiplicacdo de um ndmero real « pelo elemento
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r = (x1,...,x,) € R" faz corresponder um tnico elemento de R" denotado e definido
pora - x = (auxy, ..., qxy).

Dados quaisquer z, y ¢ z em R", a e 5 nimeros reais, valem as seguintes igualdades:
Al r+y=y+u,
A2) x+0=u,
A3) z+(y+2)=(x+y) + 2,
Ad) x4 (—x) =0,
AS) a(f - x) = (ap) - z,
A6) (a+f) z=a-x+[-
ATy a-(x+y)=a-z+a-vy,
A8) 1.z =u=x.

A propriedade A2 afirma que 0 € o elemento neutro da operacdo de adi¢do e a propriedade
A8 afirma que o elemento 1 é o elemento neutro da operacao de multiplicacdo de um

nimero real por um vetor.

Definicao 1.2 (Espaco vetorial). O conjunto R", munido das operagées de adigdo e de
multiplicacdo por um niimero real, satisfazendo as oito propriedades listadas anteriormente,

recebe o nome de espaco vetorial sobre R ou R espaco vetorial.

Definicao 1.3 (Elementos iguais). Dados x = (z1,...,xn) € Y = (Y1, ..., Yn), elementos
de R", diz-se que x é idéntico a y, e denota-se por r = y, caso r|y = Y1, ...,Tn, =
Yn. Portanto, uma igualdade entre dois elementos de R" equivale a n igualdades entre

numeros reais.

Em R?, denota-se por i = (1,0) e por j = (0, 1) os vetores que constituem a chamada

base canonica de R%. Dado um elemento = = (z1, 75) de R?, tem-se que
r=(x1,22) =21 -(1,0) +29-(0,1) =21 - i+ 22 ].

Em outras palavras, qualquer elemento do espaco R? pode ser escrito combinando os
elementos de sua base candnica. Analogamente, denota-se por i = (1,0,0), j = (0,1,0)
e k = (0,0,1) os vetores que constituem a chamada base canénica de R?. Dado um

elemento x = (1, 75, x3) de R3, tem-se que

r = (x1,r9,23) =1 - (1,0,0) + 29 - (0,1,0) +23-(0,0,1) =21 - i+ 29 -j + x5 - k.

8
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O que permite dizer que qualquer vetor de R? pode ser escrito combinando os vetores de

sua base canoOnica.

Definicao 1.4 (Base Candnica do espaco R™). Os vetores denotados por e; = (1,0, ...,0),
es = (0,1,0,...,0),..., e, = (0, ..., 1), que tém uma tinica coordenada ndo nula e igual a
1, constituem a base candnica do espaco R". De forma andloga ao exposto anteriormente

para R? e para R?, dado um elemento v = (x4, ..., x,) de R", segue

n
= (T1,..,Tp) =T1 €1+ ... Ty €y = E T - e
=1

n
Quando o vetor I € escrito naforma xr = ($1, ceey l’n) =x1.1+ ... +x,.6, = E T €,
=1

diz-se que x é uma combinacdo linear dos elementos da base canonica do espagco R".

Dados os pontos P, = (z1.,,,.2,) € P, = (y1,...,yn), 0 vetor determinado pelos

pontos P, e P, é definido por
v=PPy=(y1 — T1,.e, Yp — Tp).
Exemplo 1.1. O vetor determinado pelos pontos P, = (3,4) e P, = (—1,2) é dado por

v = PQPl = (-4, —2)

1.2 Produto Interno e Norma em R"

Existe uma operacao em R", denominada produto interno, a qual faz com que esse espaco
tenha estrutura métrica, ou seja, € possivel medir a distancia entre dois objetos do espago.

Esta operagdo serd definida agora.

Definicao 1.5 (Produto interno ou produto escalar). Dados © = (x1,...,x,) ey = (Y1, -, Yn),

elementos de R™. O produto interno usual de x com y (ou produto escalar) é denotado e

definido por

(T,y) = 2191 + o + Ty = szyz
i=1

Exemplo 1.2. Dados os vetores v = (2,3, —1) e y = (—1,0,2), o produto interno usual
de x comy é (x,y) =2(—1)+3.0+ (—1)2 = —4.

Da Definic¢do 1.5, nota-se que a cada par de vetores € associado um tinico nimero real.

9
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Proposicao 1.1 (Propriedades do produto interno). De uma maneira mais geral, um
produto interno em R™ é uma funcdo (,) : R" x R" — R que satisfaz as seguintes

propriedades, para quaisquer que sejam x,y,z € R" e a € R:
PI) (x,y) = (y, x);
P2) (z,y+2) = (z,y) + (y, 2);
P3) (a.z,y) = a{z,y);
P4) (x,z) > 0sex # 0.
Dados z,y, 2 € R" e a € R, valem as seguintes propriedades:
1) (0,z) = (z,0) =0,
2) (x,z) =0<= 2 =0,
3) (z+y,2) =(zz+y) = (z,2) + (y,2),
4) (z,a.y) = (ay,x) = a(z,y).

A defini¢do de produto interno usual d4 origem a um conceito fundamental da Geometria

Analitica: o conceito de norma euclidiana.

Definicao 1.6 (Norma em R"). Uma norma em R" é uma fungdo ||| : R" — R que

satisfaz as seguintes propriedades
NI) ||z|| > 0el|z]| =0 <=z =0,

’

N2) ||| =] e | [

>

N3) lz +yll < llfl + lly

para quaisquer que sejam v,y € R" e a € R. A desigualdade N3 é conhecida por

desigualdade triangular.

Definicao 1.7 (Norma euclidiana). Dado x = (x1, ...,x,) € R", a norma euclidiana de

x € denotada e definida por

el = V{2, z) = /2l + ... + a7,

Por definigdo, tem-se (r,z) = ||z||>. Quando ||z|| = 1, diz-se que x é um vetor

unitario.

10
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Exemplo 1.3. A norma do vetor v = (—1,3,4) é ||lz]| = /(—1)2 + 32 + 42 = \/26.

No plano cartesiano, a norma de um vetor z = (z7,x3) coincide com a medida da
hipotenusa do triangulo retdngulo determinado por x; € por x,. J4 no espago, a norma do

vetor © = (1, 2, x3) coincide com a medida da diagonal do paralelepipedo formado por

T, L9 € I3.
1
Observacao 1.1. Se x € R" e x # 0, entdo o vetor w = ﬂ - x € unitdrio, pois
x
1 1
ol = | 2| = o el = 1.
[l ]

Exemplo 1.4. Um vetor unitdrio na direcdo do vetor x = (1,2, —3) € o vetor

_;.(12_3)_(1 2 —3)
YT firaro o YT\ v vid/)

Proposicao 1.2 (Desigualdade de Schwarz). Para quaisquer que sejam x,y € R",

tem-se

| (2,9 [< =yl (1.1

Demonstragdo. Para todo t real,
(x +ty,x+ty) >0.
Pela distributividade do produto interno,
(x, @) + 2t(x,y) + *(y,y) > 0.
Como (x, z) = ||z||%, para todo ¢, resulta
(" + 2t {, y) + ¢ ly]|* > 0.

Logo,
A= (2(x,y)* =4zl lylI* <0

e, portanto,
|z, y) I< (2| [|yl]-

Ao afirmar que uma funcdo ¢ uma norma, é preciso verificar se tal funcdo estd bem

definida e, em seguida, verificar se a funcdo atende as propriedades N1, N2 e N3. Sabe-se

11
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que a norma euclidiana estd bem definida, pois (z,x) é estritamente positivo. Resta
verificar que a norma euclidiana de fato define uma norma. Para isso, sejam z,y € R" e

o € R, entdo:

L zl=v22+ .. +22 > 0eljz]| = 0= 2?+.+22 =0<=01=... =2, =
0« z=0,

2. la-z]| = (ax1)? + .. + (ax,)? = a2(2? + ...+ 22) =

3. lz+yl? = ety z+y) = (@,2)+2(,y)+ W y) < [l +2l2lllyll+ ly]|* =
(el + Nyl

Observacao 1.2. Além da norma euclidiana jd introduzida, é importante considerar no

R™ duas outras normas:

1. Norma do Mdximo: |x|y = mdx{| z; |,i =1, ...,n}.
n

2. Norma da Soma: |x|s = Z | z; |.

i=1

Exemplo 1.5. Seja o vetor x = (—1,2,1). Entdo, as normas do mdximo e da soma sdo:
\z|pr = mdx{| x; |,i =1,2,3} = mdx{—1,2,1} = 2,
3
els = lai =l 1]+ 2] +]1|=4
i=1

A defini¢ao de produto interno em R" permite generalizar a definicdo de angulo entre

dois vetores x e y. Pela desigualdade de Schwarz, considerando = e y ndo nulos, obtém-se

len | ) @n

| (2, 9) [< lzllllyl] = T < <
|yl [ENE

Como é conhecido, se # é um angulo cuja medida varia entre 0 e 7, entdo cos 6 percorre
todos os valores entre —1 e 1. Este fato, juntamente com as desigualdades anteriores,

permitem a seguinte defini¢do: se 6 é o angulo formado pelos vetores x e y, entdo

(z,9)
2lllyll

cosf =

Exemplo 1.6. Dados os vetores v = (4,—2) e y = (3,1) a medida do dngulo formado

entre x e y € dada por

4.3 2).1 10
cosf = +( ) = =

VA (-2)2/32 412 10V2

12
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Logo, 0 = Frad.

Exemplo 1.7. Dados os vetores © = (2,2, —1) e y = (5,—3,2), a medida do dangulo

formado entre x e y é dada por
2(5)+2(=3)+(-1)2 2
V224224 (1252 4+ (=3)2+ 22 3V38

2
Logo, 0 = arccos [ —— | .
d (3\/38>

Definicao 1.8 (Vetor ortogonal). Os vetores x e y sdo ortogonais quando o dngulo 6

cosf =

formado por eles tem medida de 6 = 90° e, portanto, cos 8 = cos 90° = 0. Consequentemente,

(x,y) = 0. Neste caso, denota-se por x_Ly.

Exemplo 1.8. Os vetores © = (—1,3) e y = (6,2) sdo ortogonais, pois (x,y) = —1 X
6+3x2=0.

Exemplo 1.9. O vetor nulo 0 = (0, ..., 0) € ortogonal a qualquer vetor x, pois < 0,z >=
0.

Exemplo 1.10. Os vetores e; e e; sdo ortogonais, quando i # j.

Exemplo 1.11. Seja x € R™ um vetor ndo nulo. Para todo y € R", o vetor w = y —

éz: zi - x € ortogonal a x, pois
(@0 = (o) = 2B = () = 2oz =0,
(z,y)

No Exemplo 1.11, fazendo y = - 4+ w, vé-se que, uma vez dado um vetor nao

(z, )

nulo x € R", todo vetor y € R" se escreve como soma de um multiplo de x com um
vetor ortogonal a x. Esta decomposi¢do € tnica, poisse y = o -« + w,com o € Re w

ortogonal a x; tem-se que
(x,y) ={(x,a-x+w)=a(r,z)+ (wzx)=a(r).

Entdo, o = (z,y) / (z, z).

Definicao 1.9 (Projecdo Ortogonal). O vetor




Notas de aula - Prof. Silvio

recebe 0 nome de projecdo ortogonal de y sobre (a reta que contém) x e é denotado por

(z,y)
(z, )

Proj,y = - Z.

Exemplo 1.12. A projecdo do vetor y = (3, 2) sobre o vetor x = (—1,2) é o vetor

prin= = (35) - (43).

Proposicao 1.3 (Regra do Paralelogramo). Se x e y sdo vetores quaisquer do R". Entdo,

Iz +yl* + llz = yl* = 2[|=]* + 2 ly]*- (1.2)
Demonstragdo. Calculando ||z + y||” e ||z — y||” = 2 ||z, segue:
lz +yl* = (x + y, 2 +y) = (w,2) +2(z,9) + (y,v) (1.3)

lz—yl|> = (@ -y, 2 —y) = (z,2) — 2(z,y) + (4, y) (1.4)

Somando 1.3 com 1.4, membro a membro, obtém-se 1.2.
Geometricamente, a regra do paralelogramo afirma que a soma dos quadrados das
diagonais de um paralelogramo € igual a soma dos quadrados dos seus quatro lados. Uma

aplicacao de vetores ortogonais é o Teorema de Pitdgoras em R".

Teorema 1.1 (Pitagoras). Se x e y sdo vetores ortogonais de R", entdo

Iz +ylI* = [|=z)* + llyl? (1.5)

Demonstragdo. Basta observar que ||z + y||*> = (z +y,z+y) = (z,2) + 2(z,y) +

(. y) = [zl + llyll*.
Uma norma dé origem a nocao de distancia entre dois pontos, como definido abaixo:

Definicao 1.10 (Distincia entre dois pontos). Sejam © = (x1,...,2,) € Y = (Y1, -, Yn)

elementos de R". A distdncia de x a y é definida e denotada por

d(z,y) = lz —yll = V(z1 — 11)? + . + (@0 — Yn)?-

Exemplo 1.13. Sejam os pontos © = (1,2) e y = (3,1). A distdncia entre x e y é dada

por

da,y) = lle —yl = v/ T=3) + @ - 12 = V5.

14
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Exemplo 1.14. Sejam os pontos x = (1,2,3) ey = (—1,0,4). A distancia entre x e y é
dada por

da,y) = o —yl = I+ D2+ @07+ (B 4F = =3,

Proposicao 1.4 (Propriedades da distancia). As trés condicdes que definem uma norma

implicam que d(x,y) tem as propriedades caracteristicas de uma distancia, a saber:
dl) d(z,y) > 0ed(z,y) =0<= z =y,
dz) d(z,y) = d(y, z),
d3) d(x,z) < d(z,y) + d(y, z).

Uma consequéncia simples das propriedades N1, N2 e N3 é que, dados z,y € R"
quaisquer, tem-se que

[zl =yl < llz = yll-

Com efeito, a desigualdade acima significa que

= llz =yl < llzll = llyll < ll= = yll,

ou seja, que
Iyl < =]l + llz = yli

[zl < {lyll + llz =yl

Isto se segue de N1, poisy =z + (y —z)ex =y + (x — y).

1.3 Produto Vetorial

A nocao de produto vetorial € motivada pelo fato de que, para a solug¢do de varios problemas
em Geometria, é necessario encontrar um vetor ortogonal a dois outros vetores ndo colineares
conhecidos. Nesta secdo, apresenta-se um breve estudo a respeito deste produto entre

vetores.

Definicao 1.11 (Produto vetorial). Sejam u = (x1,y1,21) e v = (2, Y2, 22) vetores do

espaco R3. O produto vetorial entre u e v, denotado por u \ v, é definido por

uANv= (Y129 — 21Ya, 21T2 — T122, T1Ya — Y1T2)

15
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z T, Z T
uAv=det oA 4 — det b .J + det L k
Y2 22 To 22 T2 Y2

Observacao 1.3. Pode-se também utilizar a nota¢do

ou

t gk
uANv=det| x1 y1 =z

T2 Y2 Z2

para se lembrar da defini¢do de produto vetorial. Mas cuidado, rigorosamente, o determinante
de ordem trés ndo faz sentido, pois a primeira linha da matriz contém vetores e as demais

numeros reais.

De acordo com a Defini¢iio 1.11, para cada par de vetores do espaco R? associa-se um
unico vetor que foi chamado de produto vetorial. Uma propriedade notavel do produto

vetorial é que ele € um vetor ortogonal aos vetores dados. De fato,
(u,u Nv)y = x1.(Y122 — 2192) + Y1 (2172 — T122) + 21.(T1Y2 — Y172) = 0.

O mesmo ocorre para (v, u A v), 0 que mostra que os vetores v € v 30 ortogonais a

uN.

Exemplo 1.15. Dados os vetores u = (5,4,3) e v = (1,0, 1), o produto vetorial entre u

e v é dado por
uAv=(4=0)i+(3-5)j+(0—4).k=(4,-2,-4).

Proposicao 1.5 (Propriedades do produto vetorial). Dados u = (x1,y1, 21), v = (22, Y2, 22)
e w = (x3,y3,23) vetores de R® e o um niimero real, as seguintes propriedades sdo

vdlidas para qualquer que seja u = (1,1, z1) de R3:
Pl) uNu=0;
P2) (uAv)=—(vAu);
P3) uN(v+w)=uAv+uAw
P4) (a.u) ANv=aluAv);
P5) uNv =0, se e somente se, um dos vetores é nulo ou se u e v sdo paralelos;
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P6) O triedro {u,v,u A v} é positivamente orientado, ou seja, o determinante cujas
linhas sdo formadas pelas coordenadas dos vetores dados na ordem em que sdo

listados é positivo (em relagdo ao sistema de coordenadas xyz);
P7) |lu Aol = ||ul?|v]|? = (u,v)” (Identidade de Lagrange);
P8) Se u e v sdo vetores ndo nulos de R? e 0 é o dngulo formado entre u e v, tem-se que

[l Al = lfulll|v]] sin 6;

Demonstragdo. P1)
Para qualquer que seja u = (xy,y1,21) de R®, uw A u = 0. De fato, pela defini¢do de

produto vetorial
uANu= (121 — 29)i + (2101 — 2121)J + (T191 — ya21)k = (0,0,0) = 0.

Como consequéncia desta propriedade, tem-se ¢ A7 = 7 A j = k Ak = 0. As provas das

demais propriedades seguem facilmente da defini¢do e sdo deixadas para o leitor.

Exemplo 1.16. Seja ABCD um paralelogramo em que w = AB e v = AC. A altura
do paralelogramo relativa aos lados CD e AB é dada por ||v|| sin6, em que 6 denota o

angulo formado entre os vetores u e v. Assim, a drea do paralelogramo é dada por
Area = ||[v||(||v]| sin @) = |ju A v||.

Portanto, dados dois vetores u e v de R3, a norma do produto vetorial de v com v

representa, numericamente, a drea do paralelogramo determinado pelos vetores u e v.

Exemplo 1.17. Dados os pontos A = (2,1,1), B = (3,—1,0) e C = (4,2, —2), a drea
do tridngulo ABC ¢ dada por 5||u A v||. Comou = AB = (1,-2,—-1) ev = AC =
(2,1, —3), segue que

, i j ok 1 i
Area = §||u/\v|| =det| 1 -2 -1 | = §||(7, 1,5)| = 5\/3
2 1 =3

Definicdo 1.12 ( Produto misto). Dados os vetores u, v e w de R3, o niimero real
(u,v A w)
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denomina-se produto misto dos vetores u, v e w, tomados nessa ordem. O produto misto

de u, v e w serd denotado por (u,v,w).
Exemplo 1.18. O produto misto dos vetores u = (2,—1,3), v = (1,0,0) e w = (0, 1,0),
tomados nessa ordem é

(u,v,w) = {(2,-1,3),(0,0,1)) = 3.

Note que, v e w correspondem aos vetores candnicos i e j e, com isso, v X w = (0,0, 1).

Proposi¢io 1.6 (Propriedades do produto vetorial). Dados os vetores u, v, w e a de R? e

a € R, valem as seguintes propriedades:

PI) (u,v,w) = 0 se, e somente se, um dos vetores for nulo ou se os vetores estiverem

no mesmo plano;
P2) (u,v,w) = —(v,u,w) = +(v,w, u);
P3) (u+ a,v,w) = (u,v,w) + (a,v,w),

P4) (a.u,v,w) = a.(u,v,w).

1.4 Retas e Planos

Uma reta no plano xy € determinada quando se conhece um ponto e uma direcao (inclinagdo
ou coeficiente angular da reta). Analogamente, uma reta no espago R3 é determinada
quando se conhece um ponto A = (z1,y1,21) € R? e uma diregdo v = (a, b, ¢).

Seja r uma reta que passe pelo ponto A = (1, y;, z1) e tem dire¢do do vetor ndo nulo

v = (a,b,c), como ilustrada na Figura 1.1.

X

Figura 1.1: Ilustracdo da reta r no espaco.
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Se o ponto P = (z,y, z) de R? pertence a reta r, é preciso que os vetores AP € v

sejam paralelos, isto €, que exista ¢t € R tal que
AP = to. (1.6)
De fato, como AP = P — A, segue que
(x,y,2) = (z1,y1,21) + t(a, b, c). (1.7)

Definicao 1.13 (Equacao vetorial da reta ). Qualquer uma das equagoes anteriores [Egs.
1.6 e 1.7] recebe o nome de equagdo vetorial da reta r. O vetor v é chamado de vetor

diretor da reta r e t é denominado pardmetro.

Note que, cada valor do parametro ¢ fornece um vetor posi¢ao de um ponto de . Em
outras palavras, a medida que ¢ varia, a reta é tracada pela ponta desse vetor posi¢ao.

Observe que
(l’,y, Z) = (xlaylazl) +t(a7ba C) — (l’,y, Z) = (gjl +ta7y1 +tb7 <1 +tC)7 (18)

ou seja,
r=x1+at y=y +bt z=2 +ct, (1.9

em que ¢ € um nimero real.

Definicao 1.14 (Equagdes paramétricas). As Egs. 1.8 e 1.9 sdo chamadas de equagoes
paramétricas da reta v que passa pelo ponto A = (x1,11,21) e tem a direcdo do vetor

v = (a,b,c).

Exemplo 1.19. A equacdo vetorial de uma reta que passa pelo ponto A = (1,2, 3) e tem

a direcdo do vetor (1,4, —2) é dada por
(x,y,2) = (1,2,3) + t(1,4, —2).
A partir da equagdo vetorial, obtém-se as equacdes paramétricas dessa reta
r=1+t y=2+4+4 z=3-2L.

Escolhendo o valor do parametrot = 1, obtém-se x = 2, y = 6 e z = —1,; assim,

(2,6,—1) é um ponto da reta.
Observacao 1.4. A reta definida pelos pontos A = (x1,y1,21) e B = (22,2, 22) € a reta
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que passa pelo ponto A (ou B) e tem a direcdo do vetor v = AB.

Exemplo 1.20. A reta r, determinada pelos pontos A = (1,2,5) e B = (—1,3,4) tem a

direcdo do vetor v = AB = (—2,1, —1) e suas equagdes paramétricas sdo dadas por
r=1—-2t y=24+t 2=5-—1t.

Outra maneira de descrever uma reta r é eliminando o parametro ¢ nas equagdes
paramétricas. Se nenhum dos nimeros a, b e ¢ for zero, pode-se isolar ¢ em cada uma
das equagdes e igualar os resultados, obtendo

Tr— I Yy—4u 2= 2

= = ) 1.10
a b c ( )

Definicao 1.15 (Equacdes simétricas). A Eq. 1.10 é denominada equacdes simétricas da

retar.

Observe que os nimeros a, b e ¢ que aparecem nos denominadores da Eq. 1.10 sdo
as componentes do vetor diretor da reta 7. Mesmo que uma das componentes desse vetor
seja nula, pode-se eliminar o parametro ¢. Por exemplo, se a = 0, as equagdes simétricas

da reta sao escritas na forma:

Yy—ym 22—z

b c

r = T

Geometricamente, esse fato indica que a reta pertence ao plano vertical ©x = x;.

Exemplo 1.21. As equacées simétricas da reta que passa pelos pontos A = (2,4,—3) e
B =(3,-1,1) sdo

1 -5 4

Sejam 7 e s retas com vetores diretores v; = (a1, by, ¢1) e vy = (a9, ba, ¢2), respectivamente.

r—2 y—4 243

A condicao de paralelismo das retas r e s € a mesma dos vetores v; € v, (0s quais definem
as direcoes das retas), isto é:

ap by G

a by e
Analogamente, a condi¢do de ortogonalidade das retas r e s € a mesma dos vetores v; €
Vs, 1StO €:

<U1, U2> = 0

Exemplo 1.22. As retas de equagdes () : (2,—3,5)+t(1,2,4) e (s) : (3,5,9)+t(2,4,8)
sdo paralelas, pois os vetores diretores vi = (1,2,4) e vy = (2,4, 8) sdo paralelos. Note

que vy = 2v1.
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Exemplo 1.23. As retas de equacdes (r) : (1,—2,4) +t(2,3,1) e (s) : (1,3,-3) +
t(—1,2, —2) sdo perpendiculares, pois os vetores diretores vy = (2,3,1) evy = (—1,2, —2)

sdo tais que < vy, v9 >= 0.

Seja A = (x1,y1, z1) um ponto pertencente a um plano 7 e n = (a, b, ¢) um vetor, ndo

nulo, normal (ortogonal) ao plano, como ilustrado na Figura 1.2.

'n

@

Figura 1.2: Tlustracdo do ponto A, do plano 7 e do vetor n.

Como n é perpendicular ao plano 7, segue que n € ortogonal a qualquer vetor em T,

entdo, um ponto P(z,y, z) pertence a 7 se, e somente se, o vetor AP é ortogonal a n, isto

7

c,
<n,(P—A)>=0,
ou seja,
< (a,b,¢),(xr —x1,y —y1,2 — z1) >= 0,
ou, ainda

axr + by + cz —ax; — by — czy = 0.

Fazendo —ax; — by, — cz; = d, obtém-se a equagao
ar +by+cz+d=0. (1.11)

Definicao 1.16 (Equagao do plano). A Eq. 1.11 é denominada equacdo geral do plano .

Assim, como n = (a, b, ¢) é um vetor normal a 7, qualquer vetor k.n, em que k£ é um
numero real ndo nulo, também € um vetor normal ao plano. E importante notar que os
trés coeficientes a, b e ¢ da equagdo geral do plano representam as componentes de um

vetor normal ao plano.

Exemplo 1.24. Se a equagdo geral de um plano © é dada por 7 : 3x +2y — 2+ 1 =0,

um de seus vetores normais é n = (3,2, —1).
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Para se obter pontos de um plano dado por uma equagdo geral, basta atribuir valores
arbitrdrios a duas das variaveis e calcular o valor da outra na equacao dada. Assim, por

exemplo, se na equacao anterior r = 4 e y = —2, tem-se:
3)+2(-2)—24+41=0=12—-4—241=0=2=0.

Portanto, o ponto A = (4, —2,9) pertence a este plano.

Exemplo 1.25. A equacdo geral do plano w, que passa pelo ponto A = (2,—1,3) e tem

n = (3,2, —4) como um vetor normal, é dada por
3xr+2y—4z+d=0.
Sendo A um ponto do plano, suas coordenadas devem verificar a equacdo, isto é,
32) +2(-1)—-433)+d=0=6—-2—-124+d=0=d = 8.

Logo, a equagdo geral do plano 7 é 3 + 2y — 42 + 8 = 0.

Definicao 1.17 (Equacdo segmentéria). Se um plano 7 intercepta os eixos coordenados

nos pontos (p,0,0), (0,¢,0) e (0,0,r) com pqr # 0, entdo m admite a equagdo

T z
__|_?i_’__:1,
p q T

a qual é denominada equagdo segmentdria do plano .

Definicao 1.18 (Planos paralelos e concorrentes). Sejam 7 : ayx + by + c12 +dy =
0emy : asx + boy + oz + dy = 0 dois planos quaisquer. Os planos © e w sdo
paralelos quando seus vetores normais sdo paralelos. Por outro lado, Os planos 7 e o
sdo concorrentes quando seus vetores normais ndo sao paralelos. Em particular, dois

planos concorrentes sdo perpendiculares quando seus vetores normais sdo ortogonais.

Para exemplificar a Definicao 1.18, nas Figuras 1.3, 1.4 e 1.5 sdo apresentados exemplos

de planos paralelos (coincidentes e distintos) e concorrentes.
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VA,
Figura 1.4: Planos paralelos
Figura 1.3: Planos paralelos coincidentes. distintos.

v / B
r 'fl/ -

Figura 1.5: Planos concorrentes.

1.5 Conicas

O objetivo desta se¢do € buscar uma compreensao de trés curvas importantes no estudo
de Geometria Analitica: Elipse, Hipérbole e Parabola.

Considere duas retas que nao sao perpendiculares e que se interceptam no ponto V.
Ao fixar uma das retas como eixo e efetuar uma rotacao com a outra ao redor desse eixo,
obtém-se um solido denominado cone circular reto com vértice V, como ilustrado na

Figura 1.6.

Figura 1.6: Cone Circular Reto.

Note que o ponto V' divide o cone em duas partes, chamadas folhas. Mas, qual € a
relacdo que existe entre esse tal cone circular reto e as curvas citadas? O fato é que a
elipse, hipérbole e pardbola sdo originadas a partir desse tal cone. Com isso, pode-se

definir:

Definicao 1.19 (Secdo conica). Uma secgdo conica (ou simplesmente conica) é definida

pela intersecdo de um plano com um cone circular reto. As trés segcoes conicas bdsicas
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sdo a pardbola, a elipse e a hipérbole.

Na Figura 1.7, s@o ilustradas as trés se¢Oes conicas bdsicas.

Figura 1.7: Secdes conicas bésicas: pardbola, elipse e hipérbole (da esquerda para direita).

Historicamente, o matemadtico grego Pappus de Alexandria (290 — 350), atribuiu ao
gedmetra grego Aristeu (o Ancido) (370 — 300) a.C. o crédito de ter publicado o primeiro
tratado sobre as secdes cOnicas, referindo-se aos Cinco livros sobre se¢des cOnicas de
Aristeu, nos quais foi apresentado um estudo cuidadoso das curvas cOnicas e as suas
propriedades.

Segundo Pappus, o matematico grego Euclides de Alexandria (325—265) a.C., contemporineo
de Aristeu, conhecia muito bem os cinco livros sobre as curvas conicas e evitou aprofundar-se
sobre esse assunto na sua obra Os elementos, de modo a obrigar os leitores interessados a
consultar a obra original de Aristeu. Duzentos anos mais tarde, o astronomo e matemético
grego Apolonio de Perga (262—190)a.C. recompilou e aprimorou os resultados de Aristeu
e de Euclides nos oito livros da sua obra Se¢des Conicas. No entanto, a Histéria indica
que as cOnicas foram descobertas pelo matematico grego Menaecmus (380 — 320) a.C.
aproximadamente quando estudava como resolver os trés problemas famosos da Geometria
grega: a trisecdo do angulo, a duplicac@o do cubo e a quadratura do circulo. Segundo o
historiador Proclus, Menaecmus nasceu em Alopeconnesus, na Asia Menor (o que hoje é
a Turquia), foi aluno de Eud6xio na academia de Platdo.

Menaecmus foi o primeiro em mostrar que as elipses, pardbolas e hipérboles sao
obtidas cortando um cone com um plano nao paralelo a sua base. Mesmo assim, pensava-se
que os nomes dessas curvas foram inventados por Apolonio, porém traducoes de antigos

escritos drabes indicam a existéncia desses nomes em €pocas anteriores a Apolonio.

1.5.1 Elipse

Certo dia, um jardineiro, quando fazia a manutenc¢io semanal do jardim, resolveu fazer

uma curva no gramado de modo a plantar rosas na regido delimitada por esta curva. O
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jardineiro construiu a curva da seguinte forma: fincou duas estacas no terreno e amarrou
nelas as extremidades de uma corda maior do que a distancia entre as estacas. Assim,
desenhou a curva no solo com o auxilio de um graveto apoiado na corda, mantendo-a o
mais esticada possivel. O procedimento realizado pelo jardineiro para construir a curva

€ mostrado na Figura 1.8. Essa curva, que o jardineiro construiu, € denominada elipse.
Apresenta-se agora, a defini¢do precisa e formal de uma elipse.

%

Figura 1.8: Curva (elipse) construida pelo jardineiro.

Definicao 1.20 (Elipse). Uma elipse, &, de focos F| e Fy, é o conjunto de pontos P de
um plano, cuja soma das distancias a Fy e F; é igual a uma constante, que serd denotada

por 2a > 0, maior do que a distancia entre os focos 2c, ou seja,

£ ={P;d(P,Fy) + d(P,Fy) = 2a > d(F\, F3)}.

A Defini¢ao 1.20 representa a elaboragao matematica da curva que o jardineiro construiu
em seu jardim, em que as estacas representam os focos da elipse.

Na Figura 1.9, sdo mostrados a elipse e seus elementos notaveis, os quais sdao descritos
na sequéncia.

Figura 1.9: Elipse e seus elementos notaveis.
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Definicao 1.21 (Terminologia). Como apresentado na Defini¢do 1.20 e Figura 1.9, pode-se

definir os seguintes elementos em uma elipse:
* os pontos Fy e F; sdo os focos da elipse;
* a reta que contém os focos é a reta focal, que serd denotada por l;

* a interseccdo da elipse com a reta focal | consiste de exatamente dois pontos A; e

Ag, chamados vértices da elipse sobre a reta focal.
e 0 segmento A1 Ay é denominado eixo focal da elipse, cujo comprimento é 2a.

* 0 ponto médio C, do eixo focal A, As, é o centro da elipse. Esse ponto é também o

ponto médio do segmento F| Fy, delimitado pelos focos;
e aretal, que passa pelo centro C e é perpendicular a reta focal, é a reta néo focal;

. . ~ / . .
* aelipse intercepta a reta ndo focal | em exatamente dois pontos, By e Bs, denominados

vértices da elipse sobre a reta ndo focal.

* 0 segmento BBy é denominado eixo ndo focal da elipse e seu comprimento é 20,

em que b = a® — c%;

* os niimeros a e b sdo, respectivamente, a distdncia do centro aos vértices sobre a
reta focal e a distancia do centro aos vértices sobre a reta ndo focal. Aqui, c é

distdancia do centro aos focos;
7 C ’ . . . .
* o niimero e = —, em que 0 < e < 1, é denominado excentricidade da elipse.
a

Com respeito a excentricidade, é importante mencionar que ela é uma medida que
mostra 0 quanto os pontos da elipse estdo proximos de uma circunferéncia ou de um
segmento de reta. Em outras palavras, fixada a medida 2a do eixo focal, tem-se que:
quanto mais proximos estiverem os focos, mais préoximos de uma circunferéncia estarao
os pontos da elipse e, quanto mais distintas estiverem os focos, mais préximos de um
segmento de reta estardo os pontos da elipse. Assim, quanto mais préximo de zero estiver
0 numero e = § mais proximos de uma circunferéncia estardo os pontos da elipse; e,
quanto mais préoximo de 1 estiver nimero e, mais préoximos de um segmento de reta
estardo os pontos da elipse.

Logo, assumindo ¢ = 0 na Defini¢do 1.20, a elipse se reduz a uma circunferéncia de

centro em C' e raio a, pois, nesse caso, F; = F» = (' e, portanto,
E={P;d(P,C) =a}.
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Em particular, e = 0 se, e somente se, a elipse é uma circunferéncia.

Proposicio 1.7. A elipse de focos nos pontos F| = (—c,0) e F» = (c,0) e vértices em
Ay = (—a,0), Ay = (a,0), By = (0,—b) e By = (0, b) tem por equagdo

22y
=+ = 1
Demonstragcdo. Seja £ a elipse mencionada e P um ponto de £. Entdo, utilizando a

defini¢cdo de elipse, tem-se que
Pe & < d(P F)+d(PF) = 2a.

Agora, utilizando a distancia entre dois pontos, segue que

V(@ + o2+ + (@ —c)? +y? = 2,
o qual equivale escrever que
(x+c)? +9? =4a®> —da/(x — )2 +y> + (v — c)* +9°
Ap06s simplificagdes, tem-se
drc = 4a® — dar/(z — ¢)? + y2.

Logo, chega-se a
(a® —cx)? = a*((x — ¢)* + %)
€, portanto,
V2? + a*y? = a*h? = :)3_2 + Z—z =1.
Proposicao 1.8. A elipse de focos nos pontos Iy = (0, —c) e Fy = (0,¢) e vértices em

Ay = (0,—a), Ay = (0,a), By = (—b,0) e By = (b,0) tem por equagdo

33'2 y2

Demonstragdo. Analoga a anterior.
Para ilustrar a Proposicdo 1.8, uma elipse com a reta focal no eixo y é mostrada na
Figura 1.10.
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Figura 1.10: Elipse coma reta focal no eixo y.

Exemplo 1.26. Considere uma elipse cujos focos sdo os pontos (2,0) e (—2,0) e sua

2
excentricidade é igual a 3 Tem-se que a reta focal é o eixo das abscissas, o centro da

2
elipse é a origem C(0,0), c=2ee = 3= ¢ = a = 3. Logo, b* = a®>—c? = 9—4 = 5.
a

Portanto a equacdo da elipse é
22
I )
9 5

Exemplo 1.27. Considere uma elipse com centro na origem e um de seus vértices sobre a
reta focal é (0,7). Se a elipse passa pelo ponto (\/5, — ), entdo a reta focal que contém o
centro e o vértice dado, é o eixo das ordenadas. A distancia do centro C(0,0) ao vértice
Ay = (0,7) é a = T e o outro vértice na reta focal é A1(0, —T7). Logo a equacdo da elipse

é da forma

Pt Eol= 2=l ==9
b? +49 b? 9
Assim, a equagdo da elipse é
22 P
TR
9 * 9

Nos Exemplos e , os centros das elipses estavam na origem do sistema. Caso as
elipses ndo possuam centro na origem do sistema, como obter as equagdes descritas
anteriormente? Nesse caso, pode-se proceder da mesma forma. Todavia, seria muito mais

trabalhoso. Para resolver esse problema, faz-se uso da translagdo de eixos para se obter
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as equacgdes de uma elipse com centro em um ponto qualquer. Utilizando a translacao de

eixos, estuda-se agora as equacdes de uma elipse com centro fora da origem.

Proposicao 1.9. A equacdo da elipse com centro no ponto O'(h, k) e eixo focal paralelo

ao eixo xr é
(x—=h)?  (y—Fk)?
22 + ® =1.

Demonstracdo. Considere a Figura 1.11, a qual ilustra a elipse com centro no ponto
(h, k).

Py)=P'(x"y)

Figura 1.11: Elipse com centro no ponto (h, k).

Como o centro O'(h, k) pertence a reta focal, tem-se que que y = k é a equacio
cartesiana da reta focal. Além disso, como d(Fy,0") = d(F,,0") = ¢, em queF} e F,
sdo os focos da elipse, segue que F; = (h — ¢, k) e F» = (h + ¢, k). Seja um ponto
P(z' +h,y +k) pertencente a elipse, em que x e y sio suas coordenadas no sistema 20y
e # ey sdo suas coordenadas no sistema z'O'y, obtidas transladando o sistema zQy

para a origem (h, k). Entdo,
Pef << d(P F)+d(PF) = 2a,
ou seja,
d((z' +h,y +k), (20— c,0)) +d((z' + h,y + k), (h+ ¢, k) = 2a,
o que equivale escrever que
d((z',y), (=¢,0)) +d((z',y), (c,0)) = 2a

portanto
(z)? | () (x—h)?*  (y—k)
e E =1<«= s + 5 =1.
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Proposicio 1.10. A equacdo da elipse com centro no ponto O’ (h, k) e eixo focal paralelo

ao eixo y é

(x—h)?  (y—k)?
v 2 L

Demonstragdo. Analoga ao caso anterior.

Exemplo 1.28. Considere a elipse de equacdo
4o +9y* — 8x — 36y +4 = 0.

Para que a equacdo possa ser analisada, deve-se colocd-la na forma

(r=h)?  (y—Fk)
a? + 2 L

Primeiramente, agrupa-se os termos de mesma varidvel
(42 — 8x) + (9y* — 36y) = —4

ou
4(2* — 22) + 9(y* — 4y) = —4,

em que se coloca em evidéncia os niimeros 4 e 9 para facilitar a construgdo de trindémios

quadrados nestes dois parénteses. Entdo,
(22 =224+ 1)+9(y* —dy +4) = -4+ 4(1) + 9(4)

ou
4z —1)? +9(y — 2)* = 36.

Dividindo ambos os membros da equagdo anterior por 36, obtém-se

(z-1)?%  (y—2)°
o 1

1.

Agora, comparando esta ultima equa¢cdo com a equagdo padrdo, segue que o centro da

elipse é o ponto C(1,2). Mas,

?=9=a=3 VP=4=b=2
Logo, os vértices sdao dados por

A1(—2,2),A5(4,2), B1(1,0), Bo(1,4).
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Para determinar os focos, é preciso conhecer o valor de c:
9=4+c = ¢=/5.

Portanto, os focos sdo

Fi(1-+5,2) F(1+5,2)

e a excentricidade é dada por

“|S

1.5.2 Hipérbole

Definicao 1.22 ( Hipérbole). Uma hipérbole, H, de focos F e F, é o conjunto de pontos
P de um plano tais que o modulo da diferenca das distancias a F e a F; é igual a uma

constante, 2a > 0, menor do que a distancia entre os focos, ou seja,

H= {P, | d(P, Fl) — d(P, FQ) |: 2a < d(Fl,FQ)}

Uma hipérbole com a reta focal no eixo z € ilustrada na Figura 1.12.

ymo

Figura 1.12: Hipérbole com a reta focal no eixo x.

Definicao 1.23 (Terminologia). Como apresentado na Defini¢do 1.22 e Figura 1.12,

pode-se definir os seguintes elementos em uma hipérbole:
* os pontos Fy e F; sdo os focos da hipérbole;
* aretal, que contém os focos, é a reta focal;

* a intersec¢do da hipérbole com a reta focal | consiste de exatamente dois pontos

Ay e Ay, chamados de vértices da hipérbole;
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e 0 segmento A1Ay é denominado eixo focal da hipérbole e seu comprimento é
dlSt(AlAQ) = 2&,’

* 0 ponto médio C do eixo focal Ay As é o centro da hipérbole. Esse ponto também é

o ponto médio do segmento FF5, delimitado pelos focos;

e aretal, que passa pelo centro C' e é perpendicular a reta focal, é a reta ndo focal
da hipérbole. Como | é a mediatriz do segmento Fy Fy, a hipérbole néo intercepta

a reta ndo focal [, pois se P € I, tem-se

| d(P, Fy) — d(P, F,) |= 0 # 2a.

e 0 segmento BiBs perpendicular ao eixo focal, que tem C' como ponto médio e
comprimento 2b, em que b* = c* — a?, é denominado eixo ndo focal da hipérbole,
e By e By sdo os vértices imagindrios da hipérbole;

c . .. . .
* 0 niimero e = — é denominado a excentricidade da hipérbole, em que e > 1, pois
a

c>a.

* o retdngulo de base da hipérbole H é o retangulo que tem os pontos Ay, As, By e By
como pontos médios de seus lados e as retas que contém as diagonais de retangulo

de base da hipérbole H sdo as assintotas de H, como ilustrado na Figura 1.13.

Figura 1.13: Retangulo de base da hipérbole.

* as assintotas da hipérbole H sdo as retas que passam pelo centro da hipérbole e

. b ~
tem coeficiente angular +7 em relacdo a reta focal.

Com respeito a excentricidade, é importante mencionar que ela é uma medida que
mostra o quanto os pontos da hipérbole se aproximam de duas retas que passam pelos
seus vértices paralelamente ao eixo ndo focal ou o quanto esses pontos se aproximam da
reta que contém o eixo focal. Quanto maior o nimero e = ¢, mais proximos de duas retas
paralelas estardo os pontos da hipérbole; quanto menor o nimero e = <, mais proximos

da reta que contém o eixo focal estardo os pontos da hipérbole.

32



Notas de aula - Prof. Silvio

Com respeito ao retangulo da base, pelo teorema de Pitdgoras, as diagonais do retangulo
de base de ‘H t€m comprimento 2c e a distancia do centro de H a qualquer vértice do

retangulo de base € igual a c.

Definicao 1.24 (Hipérbole equildtera). Uma hipérbole é denominada equildtera se o

comprimento do eixo focal é igual ao comprimento do eixo ndo focal, isto é, a = b.

Definicao 1.25 (Hipérbole conjugadas). Duas hipérboles, tais que o eixo focal de cada
uma € igual ao eixo ndo focal da outra, sdo denominadas hipérboles conjugadas. Como
os retangulos de base de duas hipérboles conjugadas sdo iguais, elas tém o mesmo centro,

as mesmas assintotas e os focos uma mesma distancia do centro.

Proposicao 1.11. A equacdo da hipérbole com centro na origem e reta focal coincidente

com o eixo das abscissas é dada por

2 2
T _Y g,

a? b2

Demonstragcdo. Nesse caso, tem-se que Fi(—c,0), F»(c,0), A1(—a,0), As(a,0), B1(0, —b),
By(0,b) e C(0,0). Logo,

P(z,y) € H <] d(P,F1) —d(P, Fy) |= 2a.

Mas,

| d(P,F\) —d(P,Fy) |= v/(z + )2+ 32 — \/(z — ¢)? + y? = +2a.

Continuando o desenvolvimento de maneira andloga ao caso da elipse, e lembrando que

b? = ¢® — a?, chega-se a

2 2

P(z,y) € H <= (* — a*)2® — a®y* = d*(* — a*) <= bv*2* — a*y* = a’b*.

Dividindo ambos os membros da tltima igualdade por a?b?, segue que

@2y
a2 b2

Proposicao 1.12. A equacdo da hipérbole, de centro na origem e reta focal coincidente

com o eixo das ordenadas, é dada por
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Demonstragdo. Neste caso, tem-se que I (0, —c), F»(0,¢), A1(0, —a), A2(0,a), B1(—b,0)
e By(b,0). Procedendo como no caso anterior, obtém-se a equagio da hipérbole, a qual é

ilustrada na Figura 1.14.

Figura 1.14: Hipérbole com a reta focal no eixo .

Exemplo 1.29. Considere a hipérbole 92* — 7y? — 63 = 0. Observe que a equacdo dada

pode ser escrita como

1’2

7

o qual é a equacdo da hipérbole com eixo focal coincidente com o eixo das abscissas.

2
_Y g,
9
Agora,
=T=a=V7e > =9=—b=3,

e, para se determinar os focos, precisa-se do valor de c, o qual é obtido como:
C=7T+9=c=4.

Logo, os focos sdo F1(—4,0) e F»(4,0). Por fim, a excentricidade da hipérbole é dada
por
— ¢ —

e=-—= 7
Exemplo 1.30. Considere a hipérbole equildtera com focos nos pontos (—/8,0) e (v/8,0).
Como Fy(—+/8,0) e F5(\/8,0), segue que o centro da hipérbole é C' = hrh_ (0,0)
e a reta focal é o eixo das abscissas. Sendo a hipérbole equildtera, tem-se que a = b.
Como ¢ = /8 e ? = a® + b2, obtém-se 8 = a® + a® = 2d? isto é, a*> = 4. Logo,
a=b=2e

132

2
Y
H:——=—=1
4 4
é a equacdo da hipérbole.
Exemplo 1.31. A excentricidade de qualquer hipérbole equildtera é \/2. De fato, como
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a=bec®=a*+1? segue que > = 2a>, ou seja, c = \/2a. Logo, e = ¢ = % =2

Exemplo 1.32. Considere uma hipérbole em que seus vértices sao os pontos (0,3) e
(0, —3) e, um de seus focos é o ponto (0,5). A hipérbole tem centro C(0,0); reta focal

dada por x = 0, ¢ = 5, a = 3; e (0, —5) € 0 outro foco; v = ¢* — a® = 16. Entao,

&
)

2
Yy
== =1
" 9 1 ’

(=)

é a equagdo da hipérbole, y = :I:%y sdo suas assintotas e 2a = 6 é o comprimento do seu

eixo focal.

Proposicao 1.13. A equacdo da hipérbole, com centro no ponto (h, k) e reta focal paralela
ao eixo das abscissas, é dada por
(z—h)?* (y—k)?* _

2 R =1.

Demonstragdo. Como o centro O'(h, k) pertence a reta focal, tem-se que [ : y = yo é a

equacdo cartesiana da reta focal. Além disso, como
d(F,0) =d(F,0) =c,

em que F) e Fy sdo os focos da elipse, segue que Fi(h — ¢, k) e Fo(h + ¢, k). Seja
P(2' + h,y + k) um ponto pertencente a hipérbole, em que

r=x +h y:y/+k

~ . ! / ~ . ’ 7
sdo suas coordenadas no sistema xOy; e x ey sdo suas coordenadas no sistema z O y ,

obtido transladando o sistema 2Oy para a origem O’ (h.k). Entdo,
PeH<—|d(PF))—d(P F,) |=2a,
ou seja,
| d((z" + R,y + k), (10— c,y0)) —d((x' + h,y + k), (h+c,k)) |= 2a,
que é equivalente a relacao

[ d((z,y), (=¢,0)) —d((z',y). (¢.0)) |= 2a.
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Logo, tem-se que

G U PN ) VAL Y

Figura 1.15: Hipérbole com centro no ponto (h, k).

Proposicao 1.14. A equacdo da hipérbole, com centro no ponto (h, k) e reta focal paralela

ao eixo das ordenadas, é dada por

(y—Fk? (z—h)?
a2 b L

Demonstracdo. Andloga ao caso anterior.

Exemplo 1.33. Considere a hipérbole de equagcdo
z? — 2% + 62+ 4y +9 = 0.

Separando os termos de mesma varidvel e completando os quadrados, obtém-se

(y—l)Q—WZL

Logo, a equagdo representa uma hipérbole com:

a=1Lb=vV2ec=Va2+02=1+2=+3;

* centro: C(—3,1);

reta focal: | . x = —3 paralela ao eixo das ordenadas;

reta ndo focal: | - y = 1 paralela ao eixo das abscissas;

vértices: A1(—3,0) e Ax(—3,2);
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* vértices imagindrios (na reta ndo focal): By(—3 — v/2,1) e Bo(—3 +/2,1);
s focos: F1(—3,1 —+/3,) e F5(—3,1 ++/3);

s assintotas: (x +3) = £2(y — 1), ou seja, v + 2y = -3 +V2ex — 2y =
-3 -2

Exemplo 1.34. As assintotas de uma hipérbole ndo se intersectam. De fato, pode-se
supor, sem perda de generalidade (escolhendo o sistema de coordenadas de maneira

adequada), que a hipérbole é dada pela equacdo

ZL‘2 y2

a? b2

H -

ou seja,

H : b*a? — a’y® = a®b’

Comory :bx —ay =0er_:bxr+ ay = 0 sdo as assintotas da hipérbole e

H : (bx — ay)(bx + ay) = a*b?,

segue que

7"+ M H - @
e

r-NH=0,
pois

(bx — ay)(bx + ay) = 0 # a’b?

se (z,y) € ry Ur_.

1.5.3 Parabola

Com uma mangueira de d4gua, uma garoto dirige o jato obliquamente para cima e observa a

trajetdria percorrida pela 4gua. Essa trajetdria € parte de uma curva denominada parabola.

Definicao 1.26 (Pardbola). Seja L uma reta no plano e F' um ponto no plano ndo pertencente
a L. A pardbola P, de diretriz L e foco F, é o conjunto que consiste de todos os pontos

P do plano que sdo equidistantes do ponto F' e da reta L, ou seja,
P={P;d(P,F)=d(P,L)}.
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Definicao 1.27 (Terminologia). Como apresentado na Defini¢do 1.26, os elementos da

pardbola sdo:
e o ponto F é o foco e a reta L é chamada diretriz da pardbola.

* aretal, que contém o foco e é perpendicular a diretriz L, é chamada reta focal da

pardbola.
* o vértice da pardbola é o ponto V' da reta focal, que equidista de F' e de L;

e se A é o ponto em que L intersecta l, entdo V é o ponto médio do segmento AF,

ou seja,
A+ F

2 )

v
* onmiimero d(P, L) = 2p é o pardmetro da pardbola, em que d(V, F') = d(V, L) = p.

Aqui estabelece-se as equacdes da pardbola em relacdo a um sistema de coordenadas
20y no plano. Considera-se primeiro os casos em que o vértice da pardbola é a origem e
a reta focal € um dos eixos coordenados, e depois os casos em que o vértice € um ponto

qualquer e a reta focal € paralela a um dos eixos coordenados.

Proposicao 1.15. A equacdo da pardbola com vértice na origem, reta focal coincidente

com o eixo das abscissas e foco a direita da diretriz é dada por
2 _
y - 4p.flf,

a qual é ilustrada na Figura 1.16.

2
d(x,E)

Figura 1.16: Pardbola com vértice na origem e reta focal no eixo x.
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Demonstra¢do. Como o vértice da pardabola P é V'(0,0), entdo o foco e a diretriz sdo,

respectivamente, F'(p,0) e £ : = —p, em que 2p = d(F, L). Logo,
P(x,y) € P <= d(P,F)=4d(P,L).
Da ultima igualdade acima, segue que
(z—p)P?+y*=lz+pl,

ou equivalente a equagdo
(x=p)* +y* = (x+p)

Portanto, chega-se a

Yy’ =4pux.

Proposicao 1.16. A equacdo da pardbola com vértice na origem, reta focal coincidente

com o eixo das abscissas e foco a esquerda da diretriz é dada por

y2 = —4pZC,

a qual é ilustrada na Figura 1.17.

d(—%y) LP&y)

Figura 1.17: Pardbola com vértice na origem e reta focal no eixo y.

Demonstragdo. Neste caso, F'(—p,0) e L : © = p, em que 2p = d(F, L). Entio,
P(z,y) € P<=d(P,F)=d(P,L).

Da ultima igualdade acima, segue que

Vie+p)?2+y2=lz—p|
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ou equivalente a equagao

Portanto, disso segue que

yi=—4dpux.

Proposicao 1.17. A equacdo da pardbola com vértice na origem, reta focal coincidente

com o eixo das ordenadas e foco acima da reta diretriz é dada por
22 =4py.
Demonstragdo. Neste caso, F'(0,p) e L : y = —p, em que d(F, L) = 2p. Logo,
P(x,y) € P <= d(P,F) =d(P,L) <= /22 + (y —p)2 =| y +p | 2° = 4py.

Proposicao 1.18. A equacdo da pardbola com vértice na origem, reta focal coincidente

com o eixo das ordenadas e foco abaixo da diretriz é dada por
x? = —4py.
Demonstragdo. Neste caso, F'(0,—p) e L : y = p,em que d(F, L) = 2p. Logo,
P(z,y) € P <= d(P,F) =d(P,L) < 2>+ (y +p)? =|y — p |[<= 2* = —4py.

Exemplo 1.35. Considere a pardbola de equagdo x> —8y = 0. Como x* = 8y, a equagdo

representa uma pardbola com as seguintes caracteristicas:
* vértice: V(0,0);
e reta focal: eixo Oy: x = 0;
* pardmetro: p = 2;
* foco: F(0,2); acima da diretriz;
* diretriz: y = —2.

Exemplo 1.36. Considere uma pardbola P com vértice na origem, cuja reta focal é o

eixo y e que passa pelo ponto (4, —2). A pardbola tem equagdo

2% = +4py,
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em que p = d(V, P) > 0. Como (4,—2) € P, tem-se que P : x> = —4py e 16 = 8p.
Logo, p = 2; F(0,—2), L : y = 2 e a equacdo da pardbola é

Proposicao 1.19. A equacdo da pardbola com vértice no ponto V (x¢,yo), reta focal

paralela ao eixo das abscissas e foco a direita da diretriz é dada por

(y — k)* = dp(x — h).

Demonstragdo. Sabe-se que a equagdo da pardbola no sistema de coordenadas z'O'y’ é

dada por
(y)* = 4pz’.

Além disso, nesse sistema de coordenadas, o foco é F'(p, 0), o vértice é V (0, 0), a diretriz
6L :12 = —p,sendoaretafocal [ :y = 0. Comoxz =2z +hey =1y + k, conclui-se

que a equagio da pardbola no sistema xOy é (y — k)* = 4p(x — h).

Proposicao 1.20. A equacdo da pardbola com vértice na origem, reta focal paralela ao

eixo das abscissas e foco a esquerda da diretriz é dada por
(y — k) = —4p(z — h).

Demonstragdo. Analoga a demonstra¢do da Proposicao 1.19.

Como nos casos anteriores, seja um sistema de eixos ortogonais 2’0’y com origem
O = V(h,k)eeixos O'z e O'y paralelos e de igual sentido aos eixos z e y, respectivamente,
obtém-se as equagdes e os elementos das pardbolas com vértice V (h, k) e reta focal

paralela ao eixo das ordenadas. Na proxima proposi¢do, esse assunto serd detalhado.

Proposicao 1.21. A equagdo da pardbola com vértice V (h, k), reta focal paralela ao eixo

das ordenadas e foco acima da diretriz é dada por
(x —h)? = dply — k),

a qual é ilustrada na Figura 1.18.
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Figura 1.18: Parabola com Vértice no ponto (h, k) e reta focal no eixo z.

Demonstracdo. Pararealizar a demonstragdo dessa proposicéo, basta considerar F'(h, k+

p), diretriz £ : y = k — p e usar a defini¢do de pardbola.

Proposicao 1.22. A equacdo da pardbola com vértice no ponto V (h, k), reta focal paralela

ao eixo das ordenadas e foco abaixo da diretriz é dada por
(x = h)* = —4p(y — k).

Demonstracdo. Andlogo ao caso anterior, basta considerar F'(h, k — p), diretriz £ : y =

k + p e usar a defini¢do de pardbola.
Exemplo 1.37. Considere a pardbola, cuja equacdo é
2% + 52+ 8y — 7 =0.
A equagdo dada pode ser reescrita da seguinte forma
2(y° +4y) = —5x + 7.
Apos completar o quadrado, obtém-se
2(y +2)* = —5x + 15.

Logo,

(v+27 =S -3)

representa uma pardbola com as seguintes caracteristicas:
* vértice: V(3,—-2);
e reta focal: | =y = —2;
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5
* pardmetro: 2p = < entdo, p = §

5 19
* foco: (3 — 3 —2) = <§’ —2) a esquerda da diretriz;
5 29
o diretriz: L0 =3+ - = —.
iretriz x + 3 3

Exemplo 1.38. Pretende-se obter a equacdo de uma pardbola P de vértice V (3, 4) e foco
F(3,2). Como V(3,4) e F(3,2), areta focal é | : © = 3 e, nessa reta, F estd abaixo de

V' e, portanto, abaixo da diretriz L. Logo, a equacdo da pardbola é da forma
P (z—3)% = —dp(y —4).

Assim, p=d(V, F) =d((3,4),(3,2)) = 2. Logo adiretrizé L:y=06¢
Pz —3)"=—8(y—4)

€ a equagdo da pardbola.

1.6 Superficies Quadricas

Pelo nome genérico de quddrica, designa-se algumas superficies do espago que podem
ser consideradas, por assim dizer, a versdo tridimensional das conicas. O objetivo deste

capitulo, € defini e exemplificar as principais superficies quadricas.

Definicao 1.28 (Quadricas). Uma quddrica é uma superficie cuja equacdo cartesiana é

uma equacdo de segundo grau nas varidveis x, y e z, isto é, uma equacdo da forma
ar? + by e+ 2day+2exz+2fyz+mar+ny+pz+q=0. (1.12)

em que pelo menos um dos coeficientes a, b, ¢, d, e ou f ¢ diferente de zero.

Observe que, se a superficie quadrica, definida pela Eq. 1.12, for cortada pelos planos
coordenados ou por planos paralelos a eles, a curva de intersec¢do serd uma conica.

Assim, pode-se definir traco:

Definicao 1.29 (Traco). A interseccdo de uma superficie com um plano é chamada traco

da superficie no plano.

Exemplo 1.39. O traco da superficie da definicdo no plano z = 0 é a conica dada pela
equagdo
ax’ + by’ +2dry+ma+ny+q=0,
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contida no plano z = 0, isto é, no plano xy.

Estuda-se alguns casos particulares em que a Eq. 1.12 assume, por meio de transla¢des

e rotagdes. Nas proximas subsecoes, tais casos sao apresentados.

1.6.1 Elipsoide

Definicao 1.30 (Elipsoide). O elipsoide é a superficie, ilustrada na Figura 1.19, representada

pela equagdo
T 22
—2 + y— ‘f‘ - — 1,

em que todos os coeficientes dos termos do primeiro membro dessa equagdo sdo positivos,

sendo que a, b e c representam as medidas dos semi eixos do elipsoide.

Figura 1.19: Elipsoide.

Embora a terra seja usualmente modelada por uma esfera, um modelo mais preciso é
o elipsoide, pois a rotacdo da terra causa um achatamento nos pélos.

O trago no plano xy € a elipse

22y
S+l

Por outro lado, os tragos nos planos xz e yz sdo as elipses

2 2
2tas!
© y: 2
et
respectivamente.

Se pelo menos dois dos valores a, b e ¢ sdo iguais, o elipsoide é de revolucdo. Por

exemplo, se a = c, o elipsoide é obtido girando a elipse

pta=!
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do plano yz em torno do eixo das ordenadas.

No caso de a = b = ¢, a equagdo

1’2 y2 22

toma a forma

x2+y2+22:a2

e representa uma superficie esférica de centro C(0,0,0) e raio a.

Se o centro do elipsoide é o ponto C'(zg, yo, 20) € seus eixos forem paralelos aos eixos
coordenados, sua equacao assumi a forma
2 2
(z — o) (Y — %)

a? + b2 c?

obtida através de uma translacao de eixos.

De maneira andloga, a superficie esférica de centro C'(xg, yo, 20) € raio a, tem equagio

(z—20)® + (y —90)* + (2 — 20)* = d®.

Exemplo 1.40. A equacdo
20° + 4> + 22— 16 =0

representa um elipsoide de centro na origem, pois pode ser escrita na forma

2

2
R TE~
st

Exemplo 1.41. A equacdo
Pyt —4r 46y —22—-2=0,
a qual pode ser reescrita como (apos completamento de quadrados)
(x—2)%+ (y+3)>+ (2 — 1)> = 16,
representa uma superficie esférica de centro na origem e raio igual a 4.
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1.6.2 Hiperboloide de uma Folha

Definicao 1.31 (Hiperboloide de uma Folha). A equacdo

22 2 2
S
a b2 2

representa um hiperboloide de uma folha ao longo do eixo z, como ilustrada na Figura
1.20.

A
v

Figura 1.20: Hiperboloide de uma folha ao longo do eixo z.

Por outro lado, as equagoes

.TQ y2 22_

2 pgrat
€ 2 2 2

T Y z

_§+b_2+c_2:1

representam hiperboloides de uma folha ao longo dos eixos das ordenadas e das abscissas,

respectivamente.

Em termos de engenharia, em geral, as torres de resfriamento para reatores nucleares
sdo usualmente projetadas na forma de hiperboloides de uma folha, por razdes de estabilidade
estrutural.

O traco no plano zy da equacdo

1.2 y2 22

2t !

¢ a elipse
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Ja os tragos nos planos xz e yz sdo as hipérboles

x? 22 )
@ 2
e
y: 2 ,
woa b
respectivamente.

Um traco no plano z = k € uma elipse que aumenta sua drea a medida que o plano se

afasta do plano zy. Os tragos nos planos z = k e y = k sdo hipérboles.
Definicao 1.32 (Hiperboloide de revolugdo). Se, na equacdo

132 y2 22

a? b2 2 ’

ocorrer a = b, 0 hiperboloide é denominado de revolugdo, ou seja, gerado pela rotacdo

de uma hipérbole em torno de seu eixo ndo focal, no caso, o eixo z.

1.6.3 Hiperboloide de Duas Folhas

Definicao 1.33 (Hiperboloide de Duas Folhas). A equacdo

$2 y2 22

a2 b2 2 ’

representa um hiperboloide de duas folhas ao longo do eixo vy, como ilustrada na Figura

1.21.

Figura 1.21: Hiperboloide de duas folhas ao longo do eixo y.

Por outro lado, as equagoes

{L’2 y2 22 B
Z E e !
e
ZL‘2 2 2,2
S
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representam hiperboloides de duas folhas ao longo do eixo das abscissas e do eixo z,

respectivamente.

Os tragos da superficie

£L‘2 yQ 2’2

a? b2 2

nos planos xy e yz sdo, respectivamente, as hipérboles

y2 {L'2

»ooa
€

yQ 22

[

O plano zy ndo intercepta a superficie, nem qualquer plano y = k, em que | k& |< b.

Se | z |> b, o trago no plano y = k é a elipse

x2 22 k2

4=

a? 2 b2
Os tracos nos planos x = k e z = k sao hipérboles. Se, na equagado

.732 yQ 22

a2 b2 2 ’

ocorrer a = ¢, o hiperboloide ¢ denominado de revolugdo, gerado pela rotacdo de uma

hipérbole em torno de seu eixo focal. O trago no plano y = k,| = |> b, é a circunferéncia

x? k22

E2TE e

ou

a? a? b2

1.6.4 Paraboloide Eliptico

Definicao 1.34 (Paraboloide Eliptico). A equacdo

2 . 2
Y
a? = b2 ’

representa um paraboloide eliptico ao longo do eixo z, como ilustrado na Figura 1.22.
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z z

S

\V/A4

o v (0] y

X

Figura 1.22: Paraboloide eliptico ao longo do eixo z.

Por outro lado, as equagoes

112 22
2T
2 2

y' 2
b—2+g—ax

representam paraboloides elipticos ao longo dos eixos das ordenadas e abscissas, respectivamente.

Os chamados paraboloides circulares, que sdo obtidos pela rotacdo de uma pardbola
em torno de seu eixo, sdo usados para coletar e refletir luz, som e sinais de radio e
televisao. Em um radiotelescépio, por exemplo, sinais das estrelas distantes que atingem
a bacia sdo refletidos para o receptor no foco e assim amplificados. O mesmo principio,

se aplica a microfones e antenas de satélite na forma de paraboloides.

Dada a superficie de equagao

72 N 2
4 =z
a? b2 ’

seu trago no plano xy é a origem (0, 0, 0) e os tracos nos planos xz e yz sdo as pardbolas

22
— =cz
a2
2
Yy _ s
v

respectivamente.

Caso ¢ > 0, a superficie situa-se inteiramente acima do plano xOy e, para ¢ < 0, a
superficie situa-se inteiramente abaixo deste plano. Assim, o sinal de ¢ coincide com o de
z, pois caso contrdrio nao haveria tal superficie.

Um traco no plano z = k, k > 0, € uma elipse que aumenta de tamanho a medida que

o plano se afasta do plano zOy. Os tracos nos planos x = k e y = k sdo pardbolas.

Se na equacgao
22 P B
2 + R cz,
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ocorrer a = b, o paraboloide ¢ dito de revolucdo e pode ser gerado pela rotacdo da

parabola
2
Yy
b

em torno do eixo z. Neste caso, o traco no plano z = k € uma circunferéncia.

= Cz

1.6.5 Paraboloide Hiperbdlico

Definicao 1.35 (Paraboloide Hiperbdlico). A equagdo

vl
- - —==cz

b2 a?

representa um paraboloide hiperbdlico ao longo do eixo z, como ilustrado na Figura

1.23.

Figura 1.23: Paraboloide hiperbdlico ao longo do eixo z.

Jd as equacgoes

22zt
CQ_E_by
2 2
e oY

representam paraboloides hiperbdlicos situados ao longo dos eixos y e x, respectivamente.

O traco da superficie

y? a2 B
b_2 E Ccz,
no plano xy, € o par de retas
% 2
P
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e os tracos nos planos xz e yz sdo as pardbolas

2

x
——==cz
02

e
2
Y _ .
2o

que tem o eixo z como eixo de simetria e concavidade para baixo e para cima, respectivamente.
O trago no plano z = k é uma hipérbole, com eixo focal paralelo ao eixo das ordenadas,
caso k seja positivo; e paralelo ao eixo das abscissas, caso k seja negativo. Os tragos nos

planos x = k e y = k sdo pardbolas.

1.6.6 Superficie Conica

A expressdo superficie conica lembra algo familiar. A ideia de superficie cOnica € uma
superficie gerada por uma reta que se move apoiada numa curva plana qualquer e passando
sempre por um ponto dado ndo situado no plano desta curva. Formalmente, define-se da

seguinte forma:

Definicao 1.36 (Superficie cOnica). Seja v uma curva contida num plano 7 do espago e
V' um ponto ndo pertencente a m. A superficie conica S, de diretriz y e vértice V, é a

superficie gerada por todas as retas que passam por V' e por algum ponto de vy, ou seja,
S={V+t(VP);Pen~,teR}

a qual é ilustrada na Figura 1.24.

z

B

Figura 1.24: Superficie conica.

O conjunto de retas S = {V + t(V P);t € R}, com P € ~, sdo as geratrizes g da
superficie conica.
Seja o caso particular da superficie conica, cuja diretriz € uma elipse (ou circunferéncia)

com o vértice na origem do sistema e com seu eixo sendo um dos eixos coordenados.
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Nessas condi¢des, a superficie conica, cujo eixo € o eixo z tem equacao

2 2 2
Ty
a b2 2

O trago no plano zy é o ponto (0, 0,0). O traco no plano yz tem equagdes

2 2
o2,
b2 c?

de onde obtém-se duas retas que passam pela origem:

b
y=—2
a

b
y=——2z.
a
O trago no plano zz, de forma andloga, é constituido por duas retas que passam pela
origem. Os tragos nos planos z = k sdo elipses e se a = b sdo circunferéncias. Neste
caso, tem-se a superficie cOnica circular reta. Os tragos nos planos x = ke y = k s@o
hipérboles. As superficies cOnicas cujos eixos sao os eixos das abscissas e das ordenadas,

tem equacoes

Yy _
) + » + =2 0
e
2 2 2 .
@ e
respectivamente.

1.6.7 Superficie Cilindrica

Informalmente, uma superficie cilindrica € uma superficie gerada por uma reta que se
move paralelamente a uma outra reta fixa em contato permanente com um curva plana.

Assim, pode-se definir superficie cilindrica como:

Definicao 1.37 (Superficie Cilindrica). Seja v uma curva contida num plano m do espaco
e v um vetor ndo nulo e ndo paralelo ao plano . A superficie cilindrica S de diretriz v e

geratrizes paralelas ao vetor v é o conjunto
S={P+tv; P €n~,teR},

o qual é ilustrado na Figura 1.25
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X X

Figura 1.25: Superficie cilindrica.

Considera-se apenas superficies cilindricas, cuja diretriz € uma curva que se encontra
em um dos planos coordenados e a geratriz € uma reta paralela ao eixo coordenado nao

contido no plano. Neste caso, a equagdo da superficie cilindrica é a mesma de sua diretriz.

Exemplo 1.42. Se a equacdo da diretriz for x* = 2y, a equagdo da superficie cilindrica

também serd x° = 2y

Conforme a diretriz seja uma circunferéncia, elipse, hipérbole ou parabola, a superficie
cilindrica é chamada de circular, eliptica, hiperbdlica ou parabdlica.

Agora note que, em geral, o grafico de uma equagdo que nao contém uma determinada
varidvel corresponde a uma superficie cilindrica cujas geratrizes sdo paralelas ao eixo
ausente e cuja diretriz é o grafico da equacao dada no plano correspondente.

Exemplo 1.43. A equacdo

x? 22

1779

representa uma superficie cilindrica com geratrizes paralelas ao eixo das ordenadas,

sendo a diretriz uma elipse no plano xz.

1.7 Atividades Complementares - Pés aula
Exercicio 1.1. Determine o vetor v = P, P,, se

a) PL=(1,2,1) e P, = (=5,3,1)

b) P, =(—3,2,—1) e P, = (15,2,6)

¢) PL=(1,0,—9) e P, = (—5,12,5)

Exercicio 1.2. Dados x = (z1,...,x,), Yy = (Y1, -, Yn) € 2 = (21, ..., 2) vetores de R" o

produto interno de x por y é definido por
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(v, y) =2y = inyi =T1Y1 + ... + Tnln
=1

Considerando x,y,z € R" e o € R, mostre que (x,y) atende as seguintes propriedades:
a) (x,y) = (y, )
b) (x+y,2)=(2,2) +(y,2) e (x,y+2z) = (x,y)+(z,2)
¢) (aw,y) = alz,y) e (zv,ay) =a(z,y)
d) (z,z) >0 se x#0
Exercicio 1.3. Dados os vetores © = (—1,2,7) ey = (=8, —5, =9), obtenha (z, y).
Exercicio 1.4. Determine a norma euclidiana dos seguintes vetores
a) r=(2,3,4)
b) y=(-2,-5,2)
c) w=(0,2,7)
Exercicio 1.5. Determine a distdncia de P, a P» se
a) P =(1,2,1), P, =(-5,3,1)
b) P, =(-3,2,—1), P, = (15,2,6)
c) P =(4,24,18), P, = (—25,23,11)

Exercicio 1.6. Determine um vetor unitdrio que tem a mesma direcdo e o mesmo sentido

de cada vetor do exercicio 4.

Exercicio 1.7. Se u e v sdo vetores de R"™, mostre que (u,v) = ||ul|||v| cosf, em que 6

denota o dngulo formado entre os vetores u e v.

Exercicio 1.8. Determine a medida do dngulo formado pelos vetores x e y do exercicio
4.

Exercicio 1.9. Determine o valor de k de modo que os vetores v = (3, —2k,4) e y =

(1,2,5) sejam ortogonais.

Exercicio 1.10. Sejam P, = (2,9,8), P, = (6,4,—2) e P3 = (7,15,7). Verifique que

P, Py e P, P; sdao ortogonais.
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Exercicio 1.11. Se z e y sdo vetores de R™ com ||z +y|| = ||z|| + ||y, x # O, mostre que

existe o > 0 tal que y = a.

Exercicio 1.12. Determine u N\ v se
a) u=(—1,2,-1)ev = (-5,3,1)
b) u=(-1,-2,—1)ev=(1-2,-06)
c) u=(0,2,—1)ev=(-5,0,1)

Exercicio 1.13. Sejam u e v vetores do espaco R3. Mostre que u A v é ortogonal a u e a

.

Exercicio 1.14. Calcule a drea do tridngulo de vértices A = (1,—2,1), B= (2,—1,4) e
C=(~1,-3,3).

Exercicio 1.15. Determine a equagdo vetorial da reta que passa pelo ponto A = (2,3, —7)

e tem direcdo v = (1,2, 3).

Exercicio 1.16. Determine as equagdes simétricas da reta que passa pelo ponto A =
(2,3,5) e tem dire¢do i = (1,0,0).

Exercicio 1.17. Determine a equacdo vetorial da reta que passa pelos pontos A =
(3,—1,4)e B = (4,-3,-1).

Exercicio 1.18. Seja o plano 7 : 2 — y + 3z + 1 = 0. Determine
a) O ponto de m que tem abscissa 4 e ordenada 3;
b) O ponto de T que tem abscissa I e cota 2;
c) Ovalorde k para que o ponto P = (2, k + 1, k) pertenca ao plano .

Exercicio 1.19. Determine a equagdo geral do plano © que passa pelo ponto A =

(2,—1,3), sendo n = (3,2, —4) um vetor normal a .

Exercicio 1.20. Estabeleca a equagdo geral do plano determinado pelos pontos A =
(2,1,-1), B=(0,—-1,1) e C = (1,2,1).

Exercicio 1.21. Determine a equagdo do plano paralelo ao plano 2x + 3y — 6z = 3 e

que passa por P = (1,1, 1).

Exercicio 1.22. Represente geometricamente os seguintes planos:

a) x=2 b)r=-2 ¢)y=2 d) y=-2 e) z=4 f) z=—-4
9) y=0 h)x=0 i) 2=0 j)o+y+z=1 k) 2x+y+2=0 1) o+y+z=1
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Exercicio 1.23. Determinar os vértices Ay e As, os focos e a excentricidade das elipses
dadas.

c) x? +25y% = 25

Exercicio 1.24. Apresente a equagdo da elipse que satisfaz as condicoes dadas:
a) Centro C(0,0), um foco F(2,0) e um vértice A(1,0)
b) Vértices A(0, £6) e passando por P(3,2)

2

c) Vértices A1(1,—4) e As(1,8) e excentricidade e = 3
Exercicio 1.25. Determine o centro, os focos e a excentricidade de cada elipse a seguir:
(=27 (w3
16 9
b) 2522 + 16y* + 502 + 64y — 311 =0

a) 1

c) 422 +9y? —24x + 18y +9 =0

Exercicio 1.26. As equacdes a seguir representam hipérboles. Para cada uma delas,

determine os vértices, os focos e a excentricidade.

xQ ,yQ
Sl S
Y 100 ~ 64
2 2
p L L
100 64

c) 2% —4y? —18x — 16y — 43 =0
Exercicio 1.27. Determinar a equagdo da hipérbole que satisfaz as condi¢des dadas:
a) focos F(£5,0), vértices A(£3,0).
b) vértices em (5, —2) e (3, —2), um foco em (7, —2).
c) focos em (3,4) e (3, —2), excentricidade e = 2.
Exercicio 1.28. Determinar os elementos principais de cada pardbola a seguir:
a) 2 = —12y
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b) y* = —100x
c) ? +4r+8y+12=10

Exercicio 1.29. Estabelecer a equagdo de cada uma das pardbolas sabendo que:
a) vértice: V(0,0) e diretrizy = —2
b) foco: F(2,0) e diretrizz +2 =0
c) vértice: V(—4,3) e foco F(—4,1)

Exercicio 1.30. Defina superficie quddrica.

Exercicio 1.31. Determine a natureza das seguintes superficies quddricas
a) 422 + 9y + 22 =36 b) 2 +y*+22=25 c) z—4(x® +y?)
d) * =y’ +22=0 e ®+y* =9 f) 92% — 18z + 9y* + 422 + 162 — 11 =0
g) 4x* + 9y* = 362 h) 92% +4y?> + 3622 =36 1) 22 +y =2

Exercicio 1.32. Esboce cada superficie quddrica do exercicio 24.

Exercicio 1.33. Represente geometricamente o conjunto S* = {(z,y,2) € R3:|| (x,vy, 2) ||=
1}
Exercicio 1.34. Determinar a equagdo de cada uma das superficies esféricas definidas

pelas seguintes condicoes
a) Centro C = (1,0,4) e raio 5;

b) Centro no ponto médio do segmento A = (—1,3,5—5) e B = (5,—1,—3) e raio
75

c) O segmento de extremidades A = (—1,3,5 —5) e B = (5,—1,—3) é um de seus

didmetros.

Exercicio 1.35. Mostre que o plano 2x—y—2z = 10 intercepta o paraboloide z = ff—; + 3’8—2

num tnico ponto e determine esse ponto.
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Capitulo 2

Funcoes de Varias Variaveis Reais a

Valores Reais

Fungdes de vérias varidveis aparecem de maneira natural em diversas dreas do conhecimento.
Pode-se usar uma fung¢do para descrever, por exemplo, a temperatura em diferentes pontos
de uma placa de metal. Assim, a cada ponto P da placa, associa-se a sua temperatura
T(P). A determinagio do ponto da placa consiste de duas informagdes: uma latitude e
uma longitude. Em outras palavras, a temperatura da placa depende de duas grandezas.
Neste capitulo, apresenta-se uma introdugdo as funcdes que dependem de mais de uma

grandeza.

2.1 Funcoes de Duas Variaveis Reais a Valores Reais

Definicao 2.1 (Funcdo de Duas Varidveis). Uma fungdo de duas varidveis reais a valores
reais é uma funcdo f : A — R, em que A é um subconjunto do espaco R%. Uma tal
fungado associa, a cada par (x,y) € A, um vnico niimero real denotado por z = f(x,y).
O conjunto A é denominado dominio da funcdo e serd denotado por D(f). As varidveis
x e y sdo as varidveis independentes e a varidvel z é a varidvel dependente. O conjunto

imagem da fungdo f é o conjunto definido e denotado por

Im(f) ={z= f(z,y) € R;(x,y) € A}.

Nos préximos exemplos, aplica-se a Definicdo 2.1.

Exemplo 2.1. Seja f : R? — R a fungdo definida por f(x,y) = x+2y. O dominio dessa

fungédo é o conjunto R?. Observe que, dado, P = (1,2) € R?, a imagem do elemento P
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através da fungdo f é dada por f(P) = f(1,2) = 5. Essa fungdo é chamada, em Algebra

Linear, de funcional linear.

Por simplificacdo, muitas vezes, ndo serd especificado o dominio da fun¢do, sendo
implicito que trata-se do maior subconjunto de R? para o qual faz sentido a regra em

questao.
Exemplo 2.2. Dada a fungdo f(z,y) = m o dominio de f é o conjunto
D(f) =A{(z,y) e R*1 —2* —y* > 0} = {(v,y) € R} 2? +¢* < 1}

Geomentricamente, o dominio de f é um circulo de raio 1 e centro na origem.

Exemplo 2.3. O dominio da funcdo f(x,y) = In(z +y — 2) € o conjunto
D(f) = {(z,y) e R*z +y > 2}.

Geomentricamente, o dominio de f é o conjunto de pontos do plano que estdo acima da

reta de equacdo x +y = 2.

Definicao 2.2 (Func¢do Polinomial). Uma funcdo polinomial de duas varidveis reais a

valores reais é uma funcdo f : R? — R definida por

em que p é um nimero natural fixo e os a,,, sdo nimeros reais dados; a soma é estendida

a todas as solugoes (m,n), m e n naturais, da desigualdade m +n < p.

Exemplo 2.4. A funcéo f(x,y) = 4x3y? — 2xy + 1 é uma fungdo polinomial, enquanto

1 V2

que a fungdo g(x,y) = 5x8y2 + 22yV* ndo é uma fungdo polinomial.

p(z,y)

_ _ q(z, y) _
e q sdo fungoes polinomiais, denomina-se funcdo racional. O dominio de [ é o conjunto

D(f) = {(z,y) € R*q(z,y) # 0}.

Definicao 2.3 (Fun¢io Racional). Uma fungdo f dada por f(x,y) = , em que p

Exemplo 2.5. A funcdo f(z,y) = L ;_ i € uma funcdo racional e seu dominio é o
rTTy

conjunto
D(f) ={(z,y) € R%y # —a}.

Geometricamente, o dominio de f é o conjunto de todos os pontos de R?, exceto uma reta

passando pela origem com coeficiente angular -1.
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Definicao 2.4 (Funcio Homogénea). Uma funcdo f : A — R, A C R?, denomina-se

Sfungcdo homogénea de grau \ se

fta, ty) = f(x,y),

para todot > 0 e para todo (x,y) € A, tais que (tz,ty) € A.

2
Exemplo 2.6. A fungdo f(x,y) = o é homogénea de grau —2, pois
T Y

[tz ty) = =t f(z,y).

222 +y?)

Por outro lado, o dominio dessa funcédo é R* — {(0,0}.

Exemplo 2.7. A funcdo f(z,y) = % é homogénea de grau —1, pois
z Yy
it ) = 2 )
T = = x,y).

Por outro lado, o dominio dessa fungdo é R* — {(0,0)}

2.2 Funcoes de Trés ou Mais Variaveis Reais a Valores

Reais

Definicao 2.5 (Fungao de Trés Varidveis). Uma funcdo de trés varidveis reais a valores
reais é uma fungdo f : A — R, em que A é um subconjunto do espaco R3. Nesse
caso, associa-se a cada terna ordenada (x,y,z) € A, um tinico niimero real denotado
porw = f(x,y, z). O conjunto A é denominado dominio da funcdo e serd denotado por
D(f). As varidveis x y e z sdo as varidveis independentes e a varidvel w é a varidvel

dependente. O conjunto imagem da funcdo f é o conjunto definido e denotado por

Im(f) ={w = f(z,y,2) € R;(,y,2) € A}.

Exemplo 2.8. O dominio da fungdo f(z,y,z) = \/4 — 22 — y2 — 2% é 0 conjunto
D(f) ={(x,y,2) € R* 4 —a® —y® — 2> > 0} = {(2,y,2) € R%2® + 4 + 2> < 4}.

Geomentricamente, o dominio de f corresponde aos pontos interiores a esfera de raio 2

com seu bordo.
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Definicao 2.6 (Funcdo de n Varidveis). Uma funcdo de n varidveis reais a valores reais
é uma funcdo f : A — R, em que A é um subconjunto do espaco R"™. Nesse caso,
associa-se a cada lista de nimeros reais (x1, ..., x,) € A, um unico nimero real denotado
por & = f(x1,...,x,). O conjunto A é denominado dominio da fungdo e serd denotado
por D(f). As varidveis xi,...,x, sdo as varidveis independentes e a varidvel £ é a
varidvel dependente. O conjunto imagem da fungdo f é o conjunto definido e denotado
por
Im(f)={¢= f(xr,..,zn) €R; (21, ...,2,) € A}

Observa-se facilmente que o conjunto imagem de uma funcdo de n varidveis reais a

valores reais € um subconjunto de R.

2.3 Grafico

Definicao 2.7 (Grifico). Ao considerar f : A C R? — R uma funcdo de duas varidveis

reais a valores reais, o grdfico de f, é denotado e definido por

G(f) ={(z,y,2) € R* 2z = f(z,y), (x,y) € A}.

Pode-se dizer que o gréfico de uma fungdo é, num certo sentido, sua fotografia. Em
outras palavras, o grifico de f pode entdo ser pensado como o lugar geométrico descrito
pelo ponto (z,y, f(x,y)) quando (x,y) percorre o dominio de f. Esbogar o grifico de
uma fun¢do com duas varidveis reais a valores reais nao é uma tarefa ficil. Por essa razdo,

utiliza-se softwares que constroem gréaficos de funcdes em trés dimensdes.

Observacao 2.1. O grdfico de uma funcdo de duas varidveis, em geral, é uma superficie.

Entretanto, hd casos em que isso ndo ocorre. Por exemplo, o grdfico da fungcdo

1, se z,y € Q,

f(x,y) B 07 se T,y §é Q>

ndo é um superficie.
Exemplo 2.9. Nas Figuras 2.1 e 2.2 é apresentado, respectivamente, o grdfico das funcoes
2

. _ . 2 2 — .
reais f(z,y) = sin(z® + y*) e g(z,y) o "
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Figura 2.1: Gréfico da funcao f(z,y). Figura 2.2: Grifico da funcdo g(z,y).

Exemplo 2.10. Nas Figuras 2.3 e 2.4 é ilustrado, respectivamente, o grdfico das fungoes

reais h(x,y) = —zye Y e i(x,y) = y* — 2

Figura 2.3: Grafico da funcéo h(x,y). Figura 2.4: Gréfico da fungio i(z,y).

Para funcdes de trés ou mais varidveis, ndo € possivel representar geometricamente o
seu grafico. Generalizando a Defini¢do 2.7, se f : A C R" — R é uma fung¢do de n

varidveis reais a valores reais, o grafico de f, é denotado e definido por

G(f) ={(x,&) eR" € = f(a),x € A},

Observa-se, facilmente, que o grafico de uma funcdo de n varidveis reais a valores reais é

um subconjunto do espago R™ 1,

2.4 Conjuntos de Nivel

Um terreno pode ser imaginado como uma superficie, por exemplo, uma regiao de uma
montanha. Existem curvas que ligam pontos do terreno com a mesma altitude. Essas
curvas sdo muito utilizadas em topografia e recebem o nome de curvas de nivel. As
curvas de nivel sdo representadas na planta, abrangendo uma area, o que nos permite uma
visdo imagindria geral da sinuosidade do terreno. Nesta secdo, discute-se a respeito dessas

curvas.
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Definicao 2.8 (Curvas de Nivel). Seja f : A C R? — R uma funcdo de duas varidveis
reais a valores reais. Chama-se curva de nivel da funcdo [ a imagem inversa por f de
elementos do contradominio. Em outras palavras, denotando a curva de nivel de f por
N,, tem-se

Ne = {(z,y) € AC R f(z,y) = c}.

Definicao 2.9 (Curvas de Nivel: Isotermas, Is6baras e Equipotenciais). Considere uma
chapa metdlica que ocupa, por exemplo, um retdngulo C = [0, 1] x [0, 2] do plano. A cada
ponto (x,y) € C, associa-se a sua temperatura, denotada por T (x,y) em graus Celsius.
Neste caso, os conjuntos de nivel sdo chamados de isotermas. Isto é, se dois pontos
estdo na mesma linha isotérmica, entdo eles tém a mesma temperatura. Se P(x,y) for a
pressdo de um gds de volume x e temperatura vy, entdo suas curvas de nivel sdo chamadas
de isobaras. Por outro lado, se P(x,y) for o potencial elétrico ou gravitacional em uma

regido A do plano xy, entdo suas curvas de nivel sdo chamadas de equipotenciais.

Exemplo 2.11. Dada a fungdo f(x,y) = x> + y?, suas curvas de nivel sdo elementos do
conjunto
Ne = {(z,y) € R%2® + y* = c}.

Assim, as curvas de nivel (¢ > 0) sdo circunferénciais concéntricas de centro na origem.
Sobre cada curva de nivel x> + y*> = ¢, a fun¢do f assume sempre o mesmo valor c.
A curva de nivel correspondente a ¢ = 0 é o ponto (0,0). Nas Figuras 2.5 e 2.6, sdo

ilustrados o grdfico e as curvas de nivel da fungdo f, respectivamente.

Figura 2.5: Grifico da funcao f(z,y). Figura 2.6: Curvas de nivel de f(z,y).

Exemplo 2.12. Dada a funcdo f(x,y) = = + y suas curvas de nivel sdo elementos do

conjunto
N.={(z,y) € R*z +y=c}.

Nas Figuras 2.7 e 2.8, sdo ilustrados o grdfico e as curvas de nivel da funcdo f, respectivamente.

Note (Figura 2.8) que as curvas de nivel sdo retas paralelas a reta y = —x. Além disso,

sobre cada curva de nivel x + y = c a funcdo [ assume sempre o mesmo valor c.

64



Notas de aula - Prof. Silvio

Figura 2.7: Grafico da fungao f(x,y). Figura 2.8: Curvas de nivel de f(x,y).

Exemplo 2.13. Dada a fungdo f(z,y) = —xye~" V" suas curvas de nivel sdo elementos

do conjunto
N, ={(z,y) € R} —aye ™ ¥ =c}.

Nas Figuras 2.9 e 2.10, sdo ilustrados o grdfico e as curvas de nivel da funcdo f,

respectivamente.
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Figura 2.9: Grifico da fungdo f(z,y). Figura 2.10: Curvas de nivel de f(z,y).

Observacao 2.2. Na maioria dos casos, é indispensdvel o uso de algum software para

obtencdo das curvas de nivel de uma funcdo.

Definicao 2.10 (Superficie de Nivel). Seja f : A C R* — R uma funcdo de trés
varidveis reais a valores reais. Denomina-se superficie de nivel da funcdo f a imagem
inversa por f de elementos do contradominio. Em outras palavras, denotando a superficie

de nivel de f por N, tem-se

N.={(z,y,2) € ACR? f(z,y,2) = c}.

1

:m—ZSdOOS

Exemplo 2.14. As superficies de nivel da funcdo f(x,y,z)

elementos do conjunto

N.=A{(z,y,2) R
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1

Assim, a superficie de nivel de f, para ¢ = 0 é o grdfico da funcdo » = ————, 0
1+a2 42

qual é ilustrado na Figura 2.11.

Figura 2.11: Superficie de nivel da funcéo f(z,y, ).

Exemplo 2.15. As superficies de nivel da funcdo f(x,vy, z) = x*>+y>+2 sdo os elementos

do conjunto

N.={(z,9,2) ER*; 2> + > + 2 = ¢}

Assim, a superficie de nivel de f, para c = 0, é o grdfico da fungdo z = —x* — y°, como

mostrado na Figura 2.12.

Figura 2.12: Superficie de nivel da funcéo f(z,y, 2).

Definicao 2.11 (Conjunto de Nivel). Seja f : A C R" — R uma funcdo de n varidveis
reais a valores reais. Denomina-se conjunto de nivel da funcdo f a imagem inversa por
f de elementos do contradominio. Em outras palavras, denotando o conjunto de nivel de
f por N, tem-se

N.={z € ACR"; f(z) = c}.

Observa-se que as curvas de nivel e superficies de nivel sdo casos particulares dos conjuntos

de nivel.
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2.5 Atividades Complementares - P6s aula

Exercicio 2.1. Seja f(z,y) = In(x +y — 1). Calcule:
a) f(1,1).
b) fle,1).
Exercicio 2.2. Considere a funcdo f(x,y) = /T —y.
a) Calcule f(4,1).
b) Determine os elementos do dominio de f, cuja imagem seja igual a 1.

Exercicio 2.3. Em 1928, Charlles Cobb e Paul Douglas publicaram um estudo no qual
modelava o desempenho da economia norte americana durante o periodo de 1899 a 1922.
Eles adotaram uma interpretagdo simplificada na qual a producdo era determinada pela
quantidade de capital investido e mdo de obra empregada. Apesar de existirem muitos
outros fatores afetando o desempenho da economia, o modelo mostrou bastante preciso.

A funcdo exponencial encontrada para modelar a produgdo era
P(L,K) =bL*K'™*,

em que P representa a produgdo total, L a quantidade de trabalho e K a quantidade de
capital investido. Supondo b = 1,01 e a = 0,75, obtenha P(147,208) e interprete o

resultado.
Exercicio 2.4. Seja f(z,y) = 2x — 3y. Calcule:
fle+hy) — flz,y)

a) Y .
b) f(x7y+k]i_f<xuy)

Exercicio 2.5. Uma loja de tintas tem duas marcas de tintas de ldtex. As vendas indicam
que, se a primeira marca for vendida a x| reais por galdo e a segunda a x5 reais por

galdo, a demanda pela primeira marca serd de
d1<l'1, {['2) = 200 — ].01'1 + 20!132
galoes por més, e pela segunda de

dg([L‘l,Ig) =100 — 51’1 + 101‘2
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galdes por més. Expresse a receita mensal da loja proveniente das vendas de tinta em

fungdo dos pregos x1 e xs.

Exercicio 2.6. Verifique se a fungdo f(x,y) = 5x3y + x* + 3 é homogénea. Em caso

afirmativo, determine o grau de homogeneidade.

Exercicio 2.7. Represente algebricamente e geometricamente o dominio da funcdo dada

A)f(z,y) = VI— a2 —\/1— 12

V7
N

por:

a)f(x,y) =
o)f(z,y,2) = n(

< |8

1
24+ y?+2—4)

e)f(x,y) = /7y HNf(z,y) =

9)f(z,y) =In(z +y—1) Wf(zy.2)=i—a?—y? =22
Exercicio 2.8. Descreva as curvas de nivel da fung¢do

a)f(z,y) =, b)f(z,y) == +y,

o)f(z,y) =y d)f(z,y) = In(z* +y?),

e)f(w,y) = 4a® +y°, Ni@y) = Va2 +y2,

Df(zy) =1+ +y7 hf(e,y) =1— a2 +y2

Exercicio 2.9. Suponha que T(x,y) = 4x*+9y? represente uma distribuigdo de temperatura
no plano xy, em que T(x,y) denota a temperatura em graus Celsius no ponto (z,y).
Represente geometricamente a isoterma (pontos com a mesma temperatura) correspondente

a temperatura de 36°C.

Exercicio 2.10. Uma aplicagcdo das curvas de nivel na Economia envolve as chamadas
curvas de indiferenca. A um consumidor, que estd interessado em comprar vdrias unidades
de dois produtos, é associada uma funcdo de utilidade U(x,y) que mede a satisfacdo
ou utilidade que o consumidor extrai ao adquirir x unidades do primeiro produto e y
unidades do segundo. Uma curva de nivel da fun¢do utilidade é chamada de curva de
indiferenca. Suponha que a utilidade para um consumidor da aquisicdo de x unidades de

um produto e y unidades de um segundo produto é dado pela funcdo

3

Ulx,y) = x2y.

Supondo que o consumidor possui x = 16 unidades do primeiro produto e y = 20 do

segundo, plote a curva de indiferenca.

Exercicio 2.11. Descreva as superficies de nivel das fungdes abaixo definidas.
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Capitulo 3
Nocoes de Topologia

A Topologia € um ramo da Matematica que surgiu no século XX, em que se estuda
de uma forma muito geral, as no¢des de limite, continuidade, proximidade e as ideias
relacionadas. A nog¢do de proximidade ou de vizinhanca € no¢ao fundamental na aplicacio
da nocdo de limite. Discutir a proximidade de dois nimeros na reta real é bem diferente
de se discutir a proximidade de dois pontos no plano. A passagem do Célculo de funcdes
de uma varidvel para o Calculo de fungdes de varias varidveis requer uma mudanga na
topologia do dominio das fun¢des. Para um entendimento mais profundo da nocao de

limite, apresenta-se aqui nogdes basicas de topologia dos espacos euclidianos.

3.1 Bolas e Vizinhancas

O conceito de bolas generaliza a nocao de intervalo aberto e fechado que se conhece em
R.

Defini¢iio 3.1 (Bola aberta em R? ). Dado um ponto a = (ay,as) € R? e um niimero real

r positivo, a bola aberta de centro no ponto a e raio r, denotada por B(a,r) é o conjunto

Bla,r) = {(z,y) € R*: d((z,y), (a1,as)) < r}.

Como d((z,y), (a1,a2)) = /(¥ — a1)? + (y — az)?, segue que
B((ay,a2),7) = {(2,9) € R} (z — a1)* + (y — a2)* < 1*}.

Geometricamente, uma bola aberta de centro no ponto (aj, as) e raio r corresponde
aos pontos interiores de uma circunferéncia centrada no ponto (ay, as) e com raio r. O

uso da norma euclidiana faz com que as bolas, aqui estudadas, tenham de fato, o formato
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redondo. Ao utilizar a norma do miximo, a geometria da bola serd um quadrado. Por
outro lado, ao se utilizar a norma da soma, tem-se que a geometria da bola serd um

losango.

Exemplo 3.1. O conjunto {(z,y) € R?; (x — 1)* + y* < 17} representa uma bola aberta
de centro no ponto (1,0) e raio r = +/17.

Figura 3.1: Bola aberta de centro no ponto (1,0) e raio r = v/17.

O conceito de bola aberta pode ser estendido para R", como descrito na defini¢cao

abaixo:

Definicao 3.2 (Bola aberta em R"). Dado um ponto a = (ay, ..., a,) € R" e um niimero
real r positivo, a bola aberta de centro no ponto a e raio r, denotada por B(a,r) é o

conjunto
B(a,r) ={x € R";d(x,a) < r}.

Como d((z1, ..., xp), (a1, ...,a,)) = \/(xl —a1)?+ ... + (x, — ay)?, segue que
B(<a17 a3} a'IL)’T) = {(‘rb st xn) € Rn’ (‘rl - al)Q +.t (xn - an>2 < TQ}’
Assim, uma bola aberta de centro no ponto a e raio r é o conjunto de todos os pontos cuja
distancia ao ponto a é estritamente menor do que 7.
Analogamente, pode-se definir bola fechada:

Defini¢iio 3.3 (Bola fechada em R?). Dado um ponto a = (a1,as) € R? e um niimero
real r positivo, a bola fechada de centro no ponto a e raio r, denotada por B[a,r]| é o

conjunto
B(a,r) = {(z,y) € R% d((z,y), (a1,a2)) < 7}
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Como d((z,y), (a1,a2)) = \/(z — a1)? + (y — a2)? segue que
B((a1,az),1] = {(z,y) € R (x — a1)* + (y — a2)* <17}

Geometricamente, uma bola fechada de centro no ponto (ay, as) e raio r corresponde
a um circulo de centro no ponto (a1, as) e com raio r. Neste texto, a palavra circulo ou
disco pode ser pensado, intuitivamente, como sendo a unido de uma circunferéncia com

seu interior. Na sequéncia, no Exemplo 3.2, € ilustrado o conceito de bola fechada.

Exemplo 3.2. O conjunto {(x,y) € R?; (z — 1)?> + (y + 2)? < 9} representa uma bola

fechada de centro no ponto (1, —2) e raio r = 3, como ilustrada na Figura 3.2.

Figura 3.2: Bola aberta de centro no ponto (1, —2) e raio r = 3.

Defini¢ao 3.4 (Bola fechada em R?). Dado um ponto a = (a4, ..., a,) € R"™ e um niimero

real r positivo, a bola fechada de centro no ponto a e raio r é o conjunto

Bla,r] = {x € R";d(z,a) <r}.

Como d(z,a) = \/(x1 — a1)®+ ... + (z, — a,)? segue que
B [a7 T] = {<I>y) e R (331 - CL1)2 + ...+ (l’n — an)2 < 7’2},

Defini¢io 3.5 (Circunferéncia). Dado um ponto a = (a1, as) € R? e um niimero real r
positivo, a circunferéncia de centro no ponto a e raio r, denotada por S((a1,az),r), é 0

conjunto
S((a1,a2),7) = {(z,y) € R%d((2,y), (a1, a2)) =1}
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Como d((z,y), (a1,a2)) = \/(z — a1)? + (y — a2)? segue que
S((ar,az2),r) = {(z,y) € R% (z — ar)’ + (y — az)® = r*}.

Exemplo 3.3. O conjunto {(z,y) € R* (z — 3)*> + (y — 1) = 9} representa uma

circunferéncia de centro no ponto a = (3,1) e raio 3, como ilustrado na Figura 3.3.

Figura 3.3: Circunferéncia centro no ponto (3, 1) e raio r = 3.

Definicao 3.6 (Esfera). Uma esfera de centro no ponto a e raio r é o conjunto
Sla,r] = {x € R d(z,a) =1}

Um caso particular da esfera e de muito interesse em aplicacoes é a esfera unitdria n

dimensional, que corresponde ao conjunto
St ={z e R";d(z,a) = 1}.

Quando n = 2, St é a circunferéncia de centro na origem e raio igual a I.

Observacao 3.1. Em R, as bolas abertas equivalem a intervalos abertos, e as bolas

fechadas equivalem a intervalos fechados.

Defini¢iio 3.7 (vizinhanga). Uma vizinhanga do ponto a = (ay,a;) € R? é qualquer
subconjunto de R* que contenha uma bola aberta de centro no ponto a, isto é, V é uma
vizinhanga de a se B((ay, az),r) C V, para algum r > 0. Note que qualquer bola aberta

€ vizinhanga de seu proprio centro.

Exemplo 3.4. O conjunto V = {(x,y) € R?; 2% + y* < 12} representa uma vizinhanga
da origem, pois V contém, por exemplo, a bola B((0,0), 1). Na Figura 3.4, é ilustrada a
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vizinhanga V.

........

Figura 3.4: Uma vizinhanca da origem.

3.2 Conjuntos Abertos e Conjuntos Fechados

Defini¢ao 3.8 (Ponto interior). Seja S um subconjunto de R%. Um ponto a = (a1, ay) €
R? diz-se interior de S se existe uma bola aberta centrada em a = (a1, ay) e inteiramente

contida em S.

Por exemplo, O ponto (0,4) é um ponto interior do conjunto S = {(z,y) € R*y >
22}, pois, escolhendo = 1, tem-se que B((0,4),3) C S, como pode ser observado na

Figura 3.5, na qual sdo ilustrados a regido .S, a bola B e o ponto (0, 4).

Figura 3.5: Tlustra¢do da regido S, da bola B e do ponto (0, 4).

Definicao 3.9 (Interior de um conjunto). O conjunto de todos os pontos interiores de um

conjunto S, é chamado de interior de S e é denotado por int S.
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Exemplo 3.5. Dado S = {(x,y) € R?;y < 23}, tem-se que int S = {(z,y) € R%y <

23}, como ilustrado nas Figuras 3.6 e 3.7.

Figura 3.6: Conjunto S. Figura 3.7: Interior de S.

Definicao 3.10 (Exterior de um conjunto). Um ponto se diz exterior a S se for interior ao
seu complemento. O conjunto dos pontos exteriores a S é chamado de exterior de S, e, é

denotado por ext S.

Definicao 3.11 (Fronteira de um conjunto). Um ponto de fronteira de S é um ponto que
ndo é ponto interior e nem exterior a S. O conjunto dos pontos fronteiras de S é denotado
por 0S e também é conhecido por fronteira de S. Esses conceitos podem ser estendidos

para R™.

Exemplo 3.6. O ponto a € R" ¢é ponto interior do conjunto S = B(a,r). Com efeito,
tem-se que
B(a,r) C S = B(a,r),

0 que mostra que existe uma bola aberta de centro no ponto a e raio r e contida em S. O

conjunto dos pontos interiores de S é
int S = Bl(a,r)

uma vez que a bola é vizinhanga de todos os seus pontos. O conjunto dos pontos exteriores
de S é o conjunto
ext S ={x € R"d(x,a) > r},

uma vez que estes pontos sdo interiores ao complemento de B(a,r). O conjunto

0S ={z e R d(z,a) =71}

constitui o conjunto dos pontos fronteiros de S, pois esses pontos ndo sdo pontos interiores

a S e nem de seu complemento.
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Exemplo 3.7 (Um exemplo em Economia). Um conjunto muito utilizado em economia é
0 conjunto
P
A={x eR" g pix; <r, x; >0}
i=1
Tal conjunto representa a restricdo orcamentdria de um consumidor, em que x é um vetor
de R"™ com coordenadas positivas que representa uma cesta de n bens da economia, p; é

o preco do i-ésimo bem e r é a renda do consumidor. O conjunto

p
{z € Rﬁ;Zpixi <r, z; >0}

i=1
representa o interior do conjunto A.

E importante mencionar que certos subconjuntos de R? s6 possuem pontos interiores.

Nesse, pode-se definir conjunto aberto.

Definicao 3.12 (Conjunto aberto). Se todos os pontos de um conjunto forem pontos interiores,
o conjunto diz-se aberto. Assim, um conjunto S é um conjunto aberto se, e somente se,
S coincide com seu interior. Em outras palavras, um conjunto A C R? é aberto se para
todo ponto a = (a1, as) € A, existe uma bola aberta de centro em a = (ay,ay) e raio r,

tal que B((a1,as),7) C A

Os conjuntos abertos sdo particularmente importantes em topologia, porue muitas das
defini¢Oes e resultados sdo expressos em termos desses conjuntos. Existe ainda o conceito

de aberto relativo:

Definicao 3.13 (Conjunto aberto relativo). Seja X C R2. Diz-se que um subconjunto
A C X é aberto em X quando cada ponto a = (ay,a3) € A é o centro de uma bola
aberta B((ay, az),r), tal que B((a1,az),r) U X C A. Isso significa que os pontos de X

que estdo suficientemente proximos de cada a € A pertencem a A.

Exemplo 3.8. O conjunto A = {(z,y) € R%; 2 > 0,y > 0} é um conjunto aberto, pois

sO tém pontos interiores como pode ser observado na Figura 3.8
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Figura 3.8: Conjunto A.

Exemplo 3.9. O conjunto B = {(z,y) € R*y > 2} ndo é aberto, uma vez que existe
pelo menos um ponto, por exemplo o ponto (0,1), que ndo é ponto interior de B, como

ilustrado a Figura 3.9.

Figura 3.9: Conjunto B.

Exemplo 3.10. Toda bola aberta é um conjunto aberto.

Defini¢ao 3.14 (Conjunto fechado). Um conjunto F' C R? diz-se fechado se o seu complemento
for um conjunto aberto. O complemento de um conjunto I em relagdo ao R? é o conjunto

F —R?, ou seja, o conjunto de todos os pontos de R? que ndo sdo pontos de F.

Exemplo 3.11. O conjunto F = {(x,y) € R%y > 3z} é um conjunto fechado, pois o
seu complemento é um conjunto aberto. O conjunto F' e seu complemento sdo ilustrados
nas Figuras 3.10 e 3.11.
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Figura 3.10: Conjunto F'. Figura 3.11: Complemento de F'.

Exemplo 3.12. O conjunto F = {(z,y) € R % + ny > 1} é um conjunto fechado, pois

0 seu complemento é um conjunto aberto, como ilustrados nas Figuras 3.12 e 3.13.

Figura 3.12: Conjunto F Figura 3.13: Complemento de F

Exemplo 3.13. O conjunto F = {(z,y) € R*;z > 0,y > 0} ndo é fechado e nem aberto,

jd que nem F', nem o seu complemento sdo abertos.

Um conjunto pode ser aberto, fechado, nem aberto nem fechado e simultaneamente
aberto e fechado (pense em um exemplo de um conjunto que seja aberto e fechado

simultaneamente!).

Definicao 3.15 (Aderéncia ou fecho). A aderéncia ou o fecho de um conjunto A C R?,
denotado por A, é a unido de A com sua fronteira. Um ponto diz-se aderente a A se

pertencer a aderéncia de A.

Os conceitos de conjunto aberto, conjunto fechado e aderéncia também podem ser

estendidos para R".

Exemplo 3.14. A aderéncia do conjunto A = {(x,y,z) € R} 2? + y* + 22 < 1} é dada
por A= {(z,y,z) e R%a? +y? + 2> < 1}.
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3.3 Pontos de Acumulacao

Defini¢iio 3.16 (Pontos de acumulagdo e conjunto derivado). Um ponto a = (ay, ay) € R?

é um ponto de acumulagdo do conjunto A C R? se, para todo r > 0,

{B((a1,as),r)\{a}} N A # 0.

Em outras palavras, em toda vizinhanca de a = (aq, ay) existe uma infinidade de pontos
do conjunto A. O conjunto de todos os pontos de acumulagdo de A é chamado de conjunto

derivado de A e denotado por A'.

Definicao 3.17 (Ponto isolado e conjunto discreto). Um elemento de um subconjunto de
R2, que ndo seja ponto de acumulagdo desse conjunto, diz-se um ponto isolado. Um

conjunto formado apenas por pontos isolados é denominado conjunto discreto.

Exemplo 3.15. Seja A = [2,4] U {5}, um subconjunto de R. Qualquer elemento do
intervalo [2, 4] é um ponto de acumulagdo do conjunto A. Logo, A" = [2,4]. O elemento
4 ndo pertence ao conjunto A, mas, mesmo assim, é um ponto de acumulagcdo de A;
pois, todo intervalo aberto centrado em 4 contém pelo menos um ponto do conjunto A.

Portanto, um ponto de acumulagéo pode ou ndo pertencer ao conjunto.
Exemplo 3.16. Seja A = {(z,y) € R?;x < y}. Neste caso, A" = A.
Exemplo 3.17. O conjunto A = {1,2,3,4,5, 6} ndo possui nenhum ponto de acumulagao.

A defini¢do de ponto de acumulagido (Defini¢do 3.16) pode ser estendida para dimensodes

superiores a dois:

Definicao 3.18 (Pontos de acumula¢do em R"™ ). Seja a = (aq,...,a,) € R" e r um
nimero real positivo. O ponto a € R™ é um ponto de acumulagdo do conjunto A C R",

se para todo r > 0,

{B(a,r)\{a}} N A #0.

Exemplo 3.18. Seja A = {(x,y,2) € R 2 + y* + 2% < 4}. O conjunto dos pontos de

acumulagdo do conjunto A é uma bola fechada de centro no ponto (0,0,0) e raio 2.

Exemplo 3.19. Todos os pontos de uma bola aberta de centro na origem de R" e raio

r > 0 sdo pontos de acumulagdo.

Exemplo 3.20. O conjunto 7", subconjunto de R™ com coordenadas inteiras, é um

conjunto discreto.
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3.4 Conjuntos Compactos

Em Topologia, compacidade € uma propriedade que generaliza a no¢do de intervalo
fechado e limitado de ndmeros reais. O termo compacto foi introduzido por Maurice
Frechet (1878 — 1973) em sua tese de doutoramento defendida em 1906 na renomada
Ecole Normale Supérieure no qual ele unificou diversas ideias que deram origem a teoria

dos espagos métricos.

Defini¢iio 3.19 (Conjunto limitado). Um conjunto L C R? é limitado, se existir alguma
bola aberta que o contenha.

Exemplo 3.21. O conjunto L = {(x,y) € R?; (z — 1)*> + (y — 1)® < 4} é limitado. De
fato, considerando (por exemplo) a bola B((0,0),4), tem-se que L C B((0,0),4), como

pode ser observado na Figura 3.14.

Figura 3.14: Tlustragio do conjunto L = {(z,y) € R? (z — 1)+ (y — 1)? < 4} e da bola
B((0,0),4).

No préximo exemplo, serd ilustrado o caso de um subconjunto de R? que ndo é

limitado.

Exemplo 3.22. O conjunto L = {(z,y) € R%*;sinz < y < cosx} ndo é limitado, pois

ndo existe uma bola aberta que contenha L, como observado na Figura 3.15.
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Figura 3.15: Ilustragdo do conjunto L = {(z,y) € R%sinx < y < cosz} e da bola
B((0,0), 4).

Definicao 3.20 (Conjunto compacto). Um conjunto C C R? é denominado compacto

quando for fechado e limitado.
Os conceitos de limitagdo e compacidade podem ser facilmente estendidos para R".

Exemplo 3.23. O conjunto C' = {(x,y) € R*2* + y*> < 25} é compacto, pois C é
fechado e limitado. Na Figura 3.16, é ilustrado o conjunto C.

Figura 3.16: Ilustragdo do conjunto C' = {(x,y) € R* z? 4 y* < 25}.

O préximo exemplo ilustra um caso de um subconjunto de R? que ndo é compacto.

Exemplo 3.24. O conjunto C = {(z,y) € Ry > 2%} ndo é compacto, pois C ndo é
limitado. Note que o conjunto C' é fechado, pois seu complemento é aberto. Na Figura

3.17, é ilustrado o conjunto C.
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Figura 3.17: Tlustra¢do do conjunto C' = {(x,y) € R?;y > x?}.

3.5 Atividades Complementares - P6s aula

Exercicio 3.1. Escreva a definicdo de bola aberta em R? utilizando a norma da soma.
Exercicio 3.2. Existe algum conjunto que seja aberto e fechado?

Exercicio 3.3. Em cada caso, represente geometricamente o conjunto A. Classifique A

em aberto, fechado, limitado ou compacto.

a)A={(r,y) e R}z +y <1} b) A= {(x,y) € R} 2%+ ¢y*> < 1}
AA={(r,y) eR*x=1¢1<y<3} d)A = {(z,y) € R% zy > 0}
e)A={(z,y) ER%z+y>3 ¢’ +y* <16} flA={(z,y) eR%Z + L > 1}
9 A={(z,y) ER*2’ + (y —2)* > 1} hA={(z,y) eR%[z|+]y|>1}
Exercicio 3.4. Determine o conjunto dos pontos de acumulacdo de cada conjunto a
seguir.

a)A={(z,y) e R% 22 +9* < 1} b) B = {(z,y) € R* x,y inteiros}
o)C={(z,y) eER}x=1e 1<y<?2} d)D={(z,y) eR%x+y>1}
e)E={(z,y) e R*%z+y >3} f)F:{(x,y)ERz;%+%>1}
9)G={(z,y) eR%2* + (y—2)* =21} h)H={(z,y) eR%[z|+]|y[>1}
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Capitulo 4
Limite de Funcoes

O conceito de limite de uma funcdo € fundamental em cdlculo e estd relacionado com o
comportamento dessa fungdo préxima a um valor particular de sua varidvel independente.

Neste capitulo, estuda-se limite de fun¢des de duas varidveis reais a valores reais.

4.1 A Definicao de Limite

Recordando o curso de Célculo 1, a defini¢do de limite é dada por:

Definicao 4.1 (Limite de uma funcdo de uma varidvel ). Seja f uma fungcdo de uma
varidvel real a valores reais, definida em um intervalo aberto em torno de ay, exceto
talvez no ponto ag. Se f(x) fica arbitrariamente préximo de um nimero real L (tdo
proximo quanto quisermos), para todos os valores de x, suficientemente proximos de ay,
diz-se que f tem limite L quando x tende a ay, e, escreve-se

lim f(x) =L,

Tr—rag
que se 1é o limite de f(x) quando x tende a ay é L.

Segundo Thomas, essencialmente, a Defini¢do 4.1 diz que os valores de f(x) ficardao
proximos do niimero real L sempre que x estiver proximo de ag. Essa defini¢cdo € informal,
pois as expressdes arbitrariamente proximo e suficientemente préximo sao imprecisas, seu
significado depende do contexto. Para um metaldrgico que fabrica um pistdao, proximo
pode significar alguns centésimos de milimetro, enquanto que para um astrbnomo que
estuda galdxias distantes, préximo pode significar alguns milhares de anos-luz. Essa
definicdo informal é perfeitamente estendida para funcdes de n varidveis reais a valores

reais.
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Com o intuito de substituir as expressdes imprecisas que foram destacadas, adota-se a

seguinte defini¢do de limite, devida a Cauchy.

Definicao 4.2 (Defini¢do de limite de uma func¢do de duas variaveis). Seja f : A C
R? — R uma funcdo de duas varidveis reais a valores reais, a = (a1, ay) um ponto de
acumulagdo de A e L um niimero real. Diz-se L é o limite de f quando (x,y) tende para
(a1, az) e, escreve-se

lim —f(z,y) = L,

(Ivy)—>(a1 7612)

se dado € > 0, existe § > 0 tal que (z,y) € Ae

0< H(CC,Z/> - (a17a2)“ < 6:>‘ f(l',y) - L ‘< €.

O fato de se impor 0 < ||(z,y) — (a1, aq)|| faz com que possa existir o limite de f
quando (z,y) tende a (a1, as) sem que a fungdo f esteja definida em (aq, az). Em outras
palavras, o valor de f no ponto (a;, as) ndo interesse para o cdlculo do limite. Note que
a Defini¢do 4.2 é feita para (aq, as), sendo ponto de acumula¢do do dominio de f. De
modo intuitivo, se (a1, as) ndo é um ponto de acumulagio de A, existe uma bola centrada
em (ay, as) que ndo contém pontos de A distintos de (aq, as) e, portanto, ndo é possivel
fazer (z,y) tender a (ay, ag) por pontos distintos de (ay, az).

A Defini¢ao 4.2 é facilmente estendida para uma funcio de n varidveis reais a valores

reais.

Definicao 4.3 (Definicdo de limite de uma fungao de n varidveis). Seja f : A C R® — R
uma fungdo de n varidveis reais a valores reais, a = (ay, ..., a,,) um ponto de acumulagdo

de A e L um niimero real. Diz-se L é o limite de f quando x tende para a e escreve-se

lim f(z) =L ou lim fz1,..yxy) = L,

T—a (11,...,In)4)(a17~”7an)

se para todo € > 0, existe 6 > 0 tal que se x € A e
O<|lz—a||<d=] f(z)—L|<e.

O matematico inglés G. H. Hardy, um apaixonado pelo criquete, o desporto nacional
britanico, dizia que, para se entender bem a no¢do de limite, € preciso pensar numa
competicdo entre um heréi e um bandido. O heréi tenta provar que lim, ,, f(z) = L
enquanto que o bandido tenta provar o contrdrio. O bandido escolhe epsilons a sua

vontade enquanto que o herdi tenta encontrar deltas de modo que para todo z, tal que
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0 < ||z —a|l <6, consigaseter| f(x) — L |< . O herdi ganhara o jogo (e provara assim
que lim,_,, f(x) = L), quando para qualquer ¢ > 0 escolhido pelo bandido, consiga
encontrar sempre um ¢ > 0 nas condi¢des pretendidas. O bandido ganhard, pelo contrario,
quando conseguir encontrar em £ > 0, para o qual o herdi ndo consiga encontrar um ¢ > 0

que satisfaca o pretendido.

Exemplo 4.1. Se f(z,y) = k é um funcdo constante, entdo para todo (ay,a;) € R?
tem-se que

lim k=k,

(Iay)ﬁ(al 7612)

emque k € R. Observe que o dominio da fungdo f(x,y) = k é todo R? e consequentemente
o ponto (a1, ay) € um ponto de acumulagdo para o dominio de f. Dado € > 0 qualquer,

pretende-se mostrar que existe § > 0 com (z,y) € R? verificando
0<||(z,y) — (a1, a2)|| <6 = k—k|<e. 4.1)

Entado,
| k—k IZ 0< ||(=T,y) - (a17a2)|| < 0.

Assim, para todo € > 0, existe 6 > 0 qualquer, verificando a Eq. 4.1 e, portanto,

lim k=k.

(‘Tvy)*)(al 70‘2)

Exemplo 4.2. Se f(x,y) = x € uma fungdo real, entdo,

lim T =a.
(x’y)*)(al 7“2)

Observe que o dominio da fungao f(x,y) = x é todo plano R? e, com isso, qualquer
ponto (ay,as) é um ponto de acumulagcdo de R?. Dado ¢ > 0 qualquer, deve-se mostrar

que existe § > 0, com (z,y) € R? tal que
0 < |[(z,y) — (a1,a2)|| < =z —ay |[< e. (4.2)

Entdo,
|z —ay | < |[(2,y) — (a1, az]| < 0.

Assim, para todo € > 0, existe § = ¢ verificando a Eq. 4.2 e, portanto,

lim T =a.
(z,y)—(a1,a2)
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A fungdo p; : R" — R, definida por p;(z) = z;, em que i = 1, ..., n, é chamada de
fungdo projecdo. Observe que no Exemplo 4.2, € ilustrado um caso particular da fungdo

projecao.

Exemplo 4.3. Se p;(x) = x; € a funcdo projecdo, entdo

iliri pi(x) = a;,

em que v = 1,...,n. Observe que o dominio da fungcdo projecdo é todo R"™ e com isso
qualquer ponto a € R"™ é um ponto de acumulagdo de R™. Dado € > 0 qualquer, deve-se

mostrar que existe § > 0, com x € R" tal que
O0<|z—a|l| <d=|mz—a;|<e. 4.3)

Entdo,

| v —a; |= /(2 — a;)? <

n
S (e — a2 = e —al <
j=1
Assim, para todo € > 0, existe 6 = ¢ verificando a Eq. 4.3 e, portanto,

lim p;(z) = a;,
T—a

emquei=1,..,n.

Exemplo 4.4. Se f(z,y) = mx + ny, em que m e n sdo niimeros reais ndo nulos, entdo,

lim  (mz 4+ ny) = ma;, + nas.
(a:,y)—>(a1,a2)

Observe que o dominio da fungdo f(x,y) = mx + ny é o todo plano R* e com isso o
ponto (ay, as) é um ponto de acumulacdo para o dominio. Dado € > 0 qualquer, deve-se

mostrar que existe § > 0, com (x,y) € R? tal que

0<|(z,y) — (ar,a2)|| < 6§ = |(mzx + ny) — (may + nas)| < e. 4.4)
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Entdo,

| m(x —ar) +n(y — ay) |

| (mz + ny) — (ma; + nas) |

< Imflz—a|+|nl|ly—a]
< [m]l(z,y) = (ar,a2)[|+ [ n | || (2,y) = (a1, a2)|
< |ml]oéo+]|n|o
= o(|m[+|n]).
Assim, para todo € > 0, existe
€

0= —————

(Im|+1nl)

verificando a Eq. 4.4 e, portanto,

lim  (mx 4 ny) = may + nas.
(x’y)%(al ’(Z?)

Exemplo 4.5. Se
22y
24 y?’

_ 222y
lim 5 5 | = 0
(z,9)—(0,0) \ * + Y

Observe que o dominio da fungdo f(z,y) é o conjunto A = R? —{(0,0)}. Assim, o ponto

f(z,y)

entdo,

(0,0) é um ponto de acumulacdo para o dominio. Dado £ > 0 qualquer, deve-se mostrar

que existe 6 > 0, com (z,y) € A tal que

0< (1) — (0.0)] < 6 = | -22Y_ _o| < 4.5)
x,y) — (0, — E. .
Entdo,
2 2 2 2 2 2
l'2+y2 x2+y2 x2+y2

. . € .
Assim, para todo € > 0, existe ) = 3 verificando a Eq. 4.5 e, portanto,

i 222y
lim 5, 2 =0
(z,9)—(0,0) \ T* + Y
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Exemplo 4.6. Se f(z,y) = z(2? + y?), entdo,

lim  z(2* 4 4?) = 0.
(z,9)—(0,0) ( v)

Observe que o dominio da fungdo f(x,y) é o R? e, com isso, o ponto (0,0) é um ponto
de acumulacdo para o dominio. Dado € > 0 qualquer, deve-se mostrar que existe § > 0,

com (z,y) € R? tal que
0 < |(z,y) = (0,0)]] <0 = |z(z®+¢*) — 0] <e. (4.6)

Entdo,
3
2

wl=

2(z” + 7)) =l x| (2> + %) < (2" + )2 < ()

Assim, para todo € > 0, existe § = € verificando a Eq. 4.6 e, portanto,

lim  z(z®> + 4% = 0.
(z,y)—(0,0) ( v)

Observacao 4.1. Nos exemplos anteriores, o que se faz é majorar a expressdo | f(x)—L |
até se obter uma expressdo em ||x — al|. Em particular, quando a fungdo f for uma funcdo

de duas varidveis reais a valores reais, sdo liteis as seguintes desigualdades:
I |z |< 2?2+ y?
2. ly ISV +y%

322 <24k

4 |z—a|</(x—a)+(y—b)2

Os resultados, a seguir, sdo apresentados para fungdes de duas varidveis reais a valores
reais. Todos podem ser facilmente estendidos para fun¢des de n varidveis reais a valores

reais.

Proposicao 4.1. Seja f : A C R?> — R wma funcdo de duas varidveis reais a valores
reais e (a1, ay) um ponto de acumulagdo de A. Se existe o limite de [ quando (x,y) tende

para (ay, az), entdo ele é tinico.
Demonstragdo. Suponha que existam nimeros reais Ly € Ly com L # Lo, tais que

lim flz,y) =Ly

(Ivy)—>(01 7az)
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lim  f(x,y) = Lo.

(x’y)%(al »(L?)

Dado € > 0, entao por defini¢ao de limite, segue:

EI51 > 0, (Iay) €Ael< ||<l’,y) - (a17a2)|| < 51 = |f(x7y) - Ll’ <§g, (47)
J02 >0, (xr,y) € A e 0<|(z,y) — (a1,a2)|| < 0o = |f(z,y) — La| <e. (4.8)

Seja 6 = min{dy, d2}. Sendo (ay,az) um ponto de acumulagdo do dominio de f, existe
(x0,Y0) € A, tal que
0 < [[(zo, o) — (a1, az)|| < 4.

Das Egs. 4.7 e 4.8, conclui-se que

Entao,

| Li— Ly |=] Li— f(z0, yo)+ f (70, y0) — L2) |<] f(w0,90) = L1 | + | f(x0,90)— L2 |< &,

ou seja, Ly = Lo.

4.2 O Teste dos Dois Caminhos

Nesta secdo, apresenta-se um teste, conhecido por teste dos dois caminhos, cuja finalidade

é mostrar a ndo existéncia de um limite.

Proposicio 4.2. Seja f : A C R?> — R wma funcdo de duas varidveis reais a valores

reais e (ay, az) um ponto de acumulagdo de A. Suponha que

lim  f(z,y) =1L

(wvy)ﬁ(al aa2)

e que exista uma curva y em R? continua em ty, com y(ty) = a e, para t # to, y(t) #

(a1, az) comy(t) € A. Nessas condigdes,

lim f(+(t)) = L.

t—to
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Demonstragdo. De
lim  f(z,y) =L,

(Zvy)_)(al ’a2)

segue que dado € > 0, existe 6; > 0 tal que
(z,y) € A,0 < [[(z,y) — (a1, @) || <61 =] f(z,y) — L |<e. (4.9)
Sendo 7 continua no ponto t(, para todo J, > 0 acima, existe § > 0, tal que
[t —to |[< 0= [l7(t) — (k)] < 0y
e, portanto, tendo em vista que - € injetora,
0<|t—ty|<d=0<|(t) —a] <. (4.10)
Das Egs.4.9 e 4.10, segue
0<|t—to[<d=]f(n(t) - L|<e,

ou seja,
lim f(+(1)) = L.

t—to

Observacio 4.2. Entende-se por caminho ou curva em R? uma aplicagdo v : I — R?,

em que I denota um intervalo da reta. A aplicacdo vy associa cada t € I um vetor
V() = (n(t),12(t)).

Dados dois caminhos 7; e v, em R?, nas condi¢des da Proposi¢do 4.2, segue que se

ocorrer
Jim fn(t) =1L e Jim f(2(t)) = Lo, (4.11)
com Ly # Lo, entdo,
lim  f(z,y)

(z,y)—(a1,a2)
nao existird. Da mesma forma, tal limite ndo existird se um dos limites dados na Eq.4.11
nao existir. Esse critério é conhecido como teste dos dois caminhos. Vale enfatizar que o

teste dos dois caminhos garante apenas a nao existéncia do limite.
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Exemplo 4.7. Considere o seguinte limite

2 .2
lim (_y)
(zy)—=(0,0) \ T* + Y

Sejam v, (t) = (t,0) e y2(t) = (0,t) dois caminhos que levam a origem. Seja

22 — o2
flx,y) = 2
Entdo,
) ) t?
i £0() =ty () = 1
e t2
lim f(72(t)) = lim (—t—z) = -1
Logo,

2 .2
lim L y
(z,9)—(0,0) \ 22 + 2

ndo existe. Na Figura 4.1, € ilustrado o grdfico da fungdo f(x,y).

\“‘\

““\\ "&t

}W

A
JHONAARES

Figura 4.1: Grafico da fungdo f(z,y) = (z* — v?)/(2* + %).

Exemplo 4.8. Considere o seguinte limite

2
lim ( ny 4>.
(z,9)—=(0,0) \ x* + Y

Sejam v, (t) = (t,t) e y2(t) = (t2,1) dois caminhos que levam a origem. Seja

xy?

2 + gyt

flz,y) =
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Entdo, 5
. ) t
i £ () =ty (3 ) =
e
li t)) =1 2 = 1
Logo,

2
lim ( Y )
(z,y)—(0,0) \ 22 + y4

ndo existe. Na Figura 4.2, é ilustrado o grdfico da fungdo f(x,y).

Figura 4.2: Griéfico da funcdo f(x,y) = zy*/(z* + y*).

Exemplo 4.9. Considere o limite

2
lim rY .
(2,9)—(0,0) \ 22 + 32

Sejam v1(t) = (t,t) e v2(t) = (¢, 5t), dois caminhos que levam a origem. Seja

2

_ Y
f(xvy)_x2+y2‘

Entdo,

: e _ . ([ 5t

i £00) =ty (775) =0l P20 =ty (2 ) =0
Mas, isso ndo garante que o limite seja igual a zero. Nesta situacdo, utiliza-se a defini¢do
de limite para ter uma prova definitiva. Dado € > 0 qualquer, deve-se mostrar que existe
§ >0, com (z,y) € R tal que

2

Y

o <e (4.12)
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Entdo,

%y

x2 4 y?

2 2 2 2 2
vyl @HVYWVERY s s

_a:2+y2_ :B2+y2

Assim, para todo € > 0, existe 6 = ¢ verificando a Eq. 4.12 e, portanto,

2
lim ( rY > =0
(z,y)—=(0,0) \ 2 + y?

4.3 Propriedades dos Limites

Como vistas anteriormente, para funcdes de duas varidveis reais a valores reais, continuam
validas as seguintes propriedades dos limites, cujas demonstracdes sdo exatamente iguais

as feitas para funcdes de uma variavel.

Proposicio 4.3 (Propriedades do Limite). Sejam f : ACR? — Reg: BCR? — R
fungées de duas varidveis reais a valores reais. Suponha que existam os limites de [ e de
g no pontos (ay, ay), em que (a1, ay) é um ponto de acumulagdo dos dominios de (f + g),

(fg)e(f/qg). Entao:

P1) Existe o limite de (f + g) no ponto (a1, az) e

lim  (f+g)(v,y)= lim f(z,y)+ lim  g(z,y);

(x’y)ﬁ(al 7a2) (xfy)*}(alva@) (‘Tvy)*)(alvaa)

P2) Existe o limite de (f g) no ponto (ay,as) e

lim  (fg)(z,y)= lim f(x,y) lim g(z,y);

(z,y)—(a1,a2) (z,y)—(a1,a2) (z,y)—(a1,a2)

P3) Existe o limite de f /g no ponto (a1, as) e

lim x,
. f _ <x,y)ﬁ<a1,a2>f (,9)
lim (x,y) =

g lim  g(z,y)’

(2.0)—>(a1,02)
woiena) N9 (25)>(ar,a2)

desde que
lim  g(z,y) #0.

(x,y)—>(a1,a2)

Um caso particular da propriedade P2, e muito util no calculo de limites, é quando a

funcdo f € a fungdo constante, ou seja, f = k. Neste caso,

lim  (kg)(z,y) =k lim  g(x,vy).

(z,y)—(a1,a2) (z,y)—(a1,a2)
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Observacao 4.3. Tendo em vista que

im  k =k,

(xvy)*)(alfa'?)

lim T =a,
(z,y)—(a1,a2)

lim = a9,
(wy)slara) S

Juntamente com as propriedades P1, P2 e P3, segue que, se f(x,y) é uma fun¢do polinomial

de duas varidveis, entdo

lim  f(z,y) = f(a1, a2).

(xry)*)(al 7a2)

Exemplo 4.10. Resolvendo o limite abaixo,

lim (2% + 22y +7) =12 (2°) +2(1) (2) + 7= 21,
(2,)—(1,2)

pois a fungdo f(x,y) = 2%y + 2xy + 7 é uma fungdo polinomial de duas varidveis.

Exemplo 4.11. Analogamente ao Exemplo 4.10, segue
. T +y 1+1
lim = =1,
(y)— (1) \ 2% + y? 12 4 12

Tty
x2 4 y?

pois a fun¢do

flz,y) =

é uma fungdo racional de duas varidveis.
Proposicao 4.4 (Conservacao do sinal). Se

lim flz,y) =1L,

(z,y)—(a1,a2)

em que L > 0; entdo, existird um 6 > 0 tal que, para todo x € D(f), 0 < ||(x,y) —
((ll,CLQ)H <60 = f((L’,y) > 0.

Demonstracdo. Como L > 0 por hipétese, escolhendo € = L, segue que

| flx,y)—L|< L<= —L < f(z,y) —L< L<=0< f(x,y) < 2L.
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Proposicio 4.5 (Propriedade do Confronto). Sejam f,g,h : A C R? — R, (ay, az) um

ponto de acumulagdo de A. Se

flz,y) < g(z,y) < hiz,y)

lim f(x,y)=L= lim  h(z,y),

(x’y)*)(alv(m) (xry)%(alvaa)

para 0 < ||(z,y) — (a1, a9)|| < r. Entdo,

lim  g(z,y) = L.

(mvy)ﬁ(al ,a2)

Demonstragdo. Por hipotese,

lim f(z,y)=L= lim h(x,y).

(z,y)—(a1,a2) (z,y)—(a1,a2)

Entdo, dado € > 0, existem, 6; > 0 e do > 0, tais que

0 <|[(z,y) = (a1, a2)[| < 01 ==| flw,y) = L|<e

0 < [[(z,y) — (a1,a9)|| < 62 =| f(z,y) — L |< e.

Escolhendo § = min{dy, d2, }, segue que
0 <[z, y) = (a1, 09)l| <6 = L—e < f(a,y) < g(x,y) < g(x,y) < bz, y) < L+e.
Logo,
0 <|[(z,y) = (a1, a2)[| <6 = g(z,y) = L [<e,
ou seja,
lim x,y) = L.
(z,y)—(a1,a2) 9(@,y)
Exemplo 4.12. Sabendo-se que

2,2

2\xy|—x6y <4 —4dcos/|zy | <2|zy],

97




Notas de aula - Prof. Silvio

para todo (z,y) # (0,0). Pode-se calcular o valor do limite

4—4
i, (A=)

(.9)—(0,0) | 2y |

Considere a desigualdade

2,2

2|:Uy\—x6y <4—4dcosy/|zy|<2|zy|.
Dividindo ambos os membros da Eq.4.13 por | xy | segue que:

5 229> <4—4cos«/|:ny|

6y | 2y | <Zlevl.
Levando em conta que
vt =l x|
v =ly [
e
|2y |=l ||y |,

a desigualdade dada pela Eq. 4.14 pode ser reescrita na forma

2_|$||y| <4—4COS\/|.CEy|

6 | 2y |

< 2.

Como

lim (2 . M) = lim (2)=2
() ~(00) 6 () ~(00)

segue pela propriedade do confronto que

4— dcos/
lim < cos ’xy‘)zz.

(,1)—(0,0) | zy |

(4.13)

(4.14)

Observacio 4.4. Se f : A C R? — R é uma fungdo de duas varidveis reais a valores

reais e (ay, as) um ponto de acumulagdo de A, entdo

lim f(z,y) =0« lim | f(z,y) |=0.

(z,y)—(a1,a2) (z,y)—(a1,a2)

De fato,

lim  f(z,y) =0<= Ve >0,3§ >0, (z,y) €

(x7y)_)(a/1 7612)
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tal que

0 <[l(z,y) = (a1, a2)[| <0 = f(z,y) =0 [< L.

Entdo, Ve > 0,36 > 0, (x,y) € A, valem as seguintes implicacdes:

0 <|[(z,y) = (e, a2)l| <0 =[] f(x,9) | O |< L= lim | f(z,y)|=0

(xvy)ﬁ(al,az)

Proposi¢io 4.6. Sejam f,g: A C R? — R, (ay, az) um ponto de acumulagéo de A. Se

lim z,y) =20
(z,y)—(a1,a2) f( y)
| g(z,y) [< M,

em que M > 0, entdo para todo (x,y),0 < ||(z,y) — (a1, as)|| <,

lim  f(z,y)g(x,y) = 0.

(xvy)%(al 7a2)

Demonstragdo. Paratodo (x,y) € A, vale que

| f(z,9)9(z,y) [=| f(z,y) || g(z,y) [< M | f(z,9) |,

ou seja,
M | f(z,y) |< flz,y)g(z,y) < M| flz,y) ] .

Se
lim  f(z,y) =0,

(x,y)—>(a1,a2)
segue que, de acordo com a Observagdo 4.4,

lim M| f(z,y) [=0

(xﬁy)*)(al 7a2)

lim —M| f(z,y) |=0.

(m’y)*)(al »a2)

Assim, pela propriedade do confronto (Propriedade 4.5),

lim  f(z,y)g(x,y) = 0.

(z,y)—(a1,a2)
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Exemplo 4.13. Seja

T
f(x,y) - 1‘2 +y2
Pretende-se calcular
lim z,Y).
(z,y)—(0,0) J(x9)
De fato, observe que
a3 x?
flz,y) =

Por outro lado,

Im =0

(z,y)—(0,0)
e
72 B 72 _ 22 +y2 _,
:L’2+y2 _:U2+y2 — x2+y2 o
Assim,

3 x?
lim (—) = lim (az —) =0
(.9)—(0,0) \ 22 + y? (2)—(00) \ 2%+ y?
4.4 Atividades Complementares - Pos aula

Exercicio 4.1. Utilize a definicdo de limite para mostrar que:
a lim = Yo.
) stioum ¥ =¥

b) lim k=k.

(z,y)—(0,0)

c) lim  (ax + by) = axo + byo, a,b # 0.

(@)= (z0,y0)

d  lim 2y N _y
(2,9)—(0,0) \ 22 + y?
3 2
e lim ( 2$ y2> =0
(z,y)—(0,0) \ 7 + ¥y

ol Y 0
im —— | =0.
(@y)=(0,0) \ /22 + y?

Exercicio 4.2. Mostre que os limites a seguir ndo existem.
2 _ .2
. T~ —
a) lim i .
(2.9)=0.0) \ 2% + y?

. Ty
b lim — .
) (.9)—(0,0) (x2 + yQ)
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c) lim
(z,y)—(0,0)

:L‘y
xt+y? )
lim ( )
(z,y)—(0,0) o
lim ( 5 )
(x,y)—(0,0) x +y

432223
D lim (a:—irxy—irxy)‘

(,9)—(0,0) (22 4 y2)?
Exercicio 4.3. Utilize as propriedades dos limites para calcular

a)  lim (2%y).

(z,y)—(0,1)

b) lim (2%y+ 4+ 3).
)(x,yw(lm( vy )

C 11m —_— .
(@,9)—(0,0) \ 22 + y2 + 2
. r—y
d | .
) (x,y)lgéom (962 - y““)

) i ’
e 1m _— .
(2,y)—(0,0) \ 2% + 2y?

o odm [ —EEY
(@)—>012) \ /22 + 12 )

Exercicio 4.4. Calcule, caso exista, o limite

lim
(z,9)—(0,0)

bl

<f(93+hay+k) — flz,y) —Qxh—k;)
(R, Bl

em que f(z,y) = 2> +y.
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Capitulo 5
Continuidade

Sabe-se do curso de Célculo I que, intuitivamente, uma fun¢ao de uma variavel é continua
quando € possivel desenhar seu grafico sem retirar o lapis do papel. Essa ideia foi
formalizada pelo matematico Augustian Cauchy (1789-1857). Uma funcdo f é continua
se um acréscimo infinitamente pequeno da variavel independente resultar num acréscimo
infinitamente pequeno da varidvel dependente. Neste capitulo, estuda-se funcdes continuas

de duas variaveis reais a valores reais.

5.1 A Definicao de Continuidade

Definicao 5.1 (Continuidade em um ponto). Seja f : A C R? — R uma fungdo de
duas varidveis reais a valores reais e (a1, as) € A, ponto de acumulagdo de A. Diz-se
que a fungdo f é continua no ponto (a1, ay) se as seguintes condi¢des forem satisfeitas
simultaneamente:

a) lim  f(x,y) existir,
(mvy)_)(al 70'2)

b) lim  f(z,y) = f(ay,a9).

(mvy)_)(al 70'2)

Equivalentemente, f é continua no ponto (ay, az), quando Ye > 0, 36 > 0, (z,y) € A,
tal que
1(@,y) — (a1, a2)|| <0 =] flz,y) — flar,a2) [< e

Quando uma fun¢do ndo for continua num determinado ponto, diz-se que tal funcao é

descontinua nesse ponto. Convém enfatizar que a continuidade é um fendmeno local.

Definicao 5.2 (Continuidade em um conjunto). Diz-se que f é continua no conjunto A se

f for continua em todo ponto de A.
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O conceito de continuidade também pode ser facilmente estendido para fungdes de n

variaveis reais a valores reais, como descrito na Defini¢do 5.3

Definicao 5.3 (Continuidade para fun¢des de n variaveis ). Seja f : A C R" — R uma
funcdo de n varidveis reais a valores reais e a € A, ponto de acumulagdo de A. Diz-se

que a fungdo f é continua no ponto a se
a) lim f(x) existir;
Tr—a

b) lim f(x) = f(a).

Tr—a

Em termos de epsilons e deltas, f é continua no ponto a, quando Ve > 0,36 > 0, x € A

tal que
|z —all <6 =] f(z) - fa) [<e.

Exemplo 5.1. A fungdo constante f(x,y) = k é continua, pois,

lim  f(z,y)= lim k= f(ay,a2),

(z,y)—(a1,a2) (z,y)—(a1,a2)
para todo (a1, ay) € R

Exemplo 5.2. A funcdo f(x,y) = 23y* + 2zy + 4, a qual é ilustrada na Figura 5.1, é

continua no ponto (1,0), pois,

lim f(z,y) = lim 2°y* +22y+4=4= f(1,0).
) (z,y)—(1,0)

(z,y)—(1,0

Figura 5.1: Gréfico da fungio f(z,y) = 23y? + 2zy + 4.
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Exemplo 5.3. A funcdo f(x,y) = x € continua, pois,

lim z,y) = lim x=a; = f(ai,as),
(x’y)ﬁ(al,az)f( y> (z,y)—(a1,a2) 1 f( 1 2)

para todo (a1, as) € R2 Na Figura 5.2, é ilustrado o grdfico da fungdo f.

Figura 5.2: Gréfico da fungdo f(x,y) = x.

O exemplo seguinte ilustra a verificacdo da continuidade através da epsilons e deltas

de uma fungao definida em R".

Exemplo 5.4. A fungdo projecdo p;(z) = z;, i = 1,...,n € continua em R", pois, dado

e > 0 qualquer, existe 6 > 0, com x € R", tal que
O0<||z—al| <d=|mz—a;|<e. (5.1)

Entdo,

| v —a; |= /(2 — a;)? <

Sy~ ) = |z —a] <
j=1

Assim, para todo € > 0, existe ) = ¢, verificando a Eq. 5.1 e, portanto, a fungdo projecdo

é continua em R".

Exemplo 5.5. A funcdo

2 2

v —y
fay) = Zage ¢ @9 700

0 se (z,y) # (0,0)

ndo é continua no ponto (0,0). De fato, escolhendo dois caminhos que levam a origem,
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por exemplo, v, (t) = (t,0) e y,(t) = (0,1), tem-se

t—0 \ 12

i () =ty (1) = 1

lim f(7(t)) = lim (_—tQ) — 1

t—0 t—0 12

Logo, ( l)irr%o ) f(z,y) ndo existe, e, portanto, a fun¢do f ndo é continua em (0,0).
x?y ﬁ b

Definicao 5.4 (Fungio prolongavel por continuidade). Uma funcdo f : A C R?> — R
diz-se prolongdvel por continuidade a um ponto (a1, as), quando (ay,ay) € AN A e
existe o limite

lim  f(x,y).

(x,y)—>(a1,a2)
Neste caso, chama-se prolongamento por continuidade de f, ao ponto (a1, as), a fun¢do

g definida por

f(z,y), se (z,y) € 4,
lim  f(z,y), se (x,y)= (ay,as).

(x»y)ﬁ(fh ,az)

g(r,y) =

Exemplo 5.6. O prolongamento por continuidade da fungdo

2% — 2
ao ponto (0,0), é a funcdo definida por
2 _ 2
& J ; Se -’L‘#y,
glz,y) =9 =y

0, se (z,y) = (0,0).

5.2 Propriedades das Fun¢oes Continuas

As funcdes continuas possuem intimeras propriedades importantes. Nesta se¢do, destacam-se
algumas delas para o caso n = 2. Todos os resultados podem ser estendidos para funcdes

de n variaveis.

Proposicao 5.1 (Construindo funcdes continuas). Sejam f e g funcées de duas varidveis
reais a valores reais, de dominios A e B, respectivamente. Suponha-se que f e g sdo
continuas no ponto (a1, az) € ANB. Entdo, as fungcdes f+q, f g, e f/g [se g(ai,as) # 0]

sdo continuas no ponto .(ay, as).
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Demonstracdo. Segue diretamente da defini¢do e das propriedades dos limites.

Exemplo 5.7. Combinando o Exemplo 5.4 com a Proposicdo 5.1, segue que toda fungdo

polinomial é continua em todo seu dominio.

Exemplo 5.8. A fungdo racional

é continua em qualquer ponto do conjunto {(z,y) € R?y # 2}

Exemplo 5.9. As funcdes f(x,y) = 2> + y* e g(x,y) = x*y + 4zy sdo continuas no
ponto (1,1). Logo, as fungées

(f +9)(@,y) = 2" +y* + 2y + day,
(f9)(@y) =2’y + 42’y + 2%y’ + day®
g ’ %y + 4ay
também sdo continuas no ponto (1,1).

Proposicio 5.2 (Composicio de funcdes continuas). Sejam f : A C R? — Reg :
B C R — R fungdées, tais que f(A) C B. Seja (a1,as) € A, tal que f seja continua
no ponto (ay, ay). Suponha-se ainda que g seja continua em f(ay,as). Entdo, a fun¢do g

composta com f, gof, é continua no ponto (ay, as).
Demonstra¢do. Dado € > 0 e sendo g continua em f(ay, ay), existe ; > 0 tal que
y € B,[y—[fla) <o =]g(y) —g(f(ar,a2)) [<e.
Por outro lado, sendo f continua no ponto (ay, as), existe & > 0 tal que
(z,y) € A |[(z,y) — (a1, @) || <6 = f(z,y) — flas, a2) |< 01
Entdo, para (z,y) € AN B, segue:
(@, y) = (a1, a2)[| <0 =] f(z,y)—f(ar, a2) |[< 61 =] (gof)(z,y)—(g0f)(ar, a2) |< e.

Exemplo 5.10. A funcdo
h(z,y) =",
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a qual estd ilustrada na Figura 5.3, é continua em todo R?. De fato, note que h pode ser
reescrita como h = gof, em que f(x,y) = x +y é continua (pois é uma soma de fungoes

continuas) e g(t) = e' também é continua.

3 3

Figura 5.3: Grifico da funcéo f(x,y) = e* 1.

Corolario 5.1. Seja f : A C R? — R wuma funcdo de duas varidveis reais a valores

reais, continua no ponto (a1, a3) € A. Entdo, a fun¢do | f | também é continua no ponto

(a1, as).

5.3 Atividades Complementares - P6s aula
Exercicio 5.1. A funcdo f(z,y) = x> + 2y + 4 é continua no ponto (1,—2)?
Exercicio 5.2. Prove que a fungdo f(x,y) = x + y é continua no ponto (1, 2).

Exercicio 5.3. Verifique se a fungdo

2

Ty _
fay) =2 @12 sin(z? + %), (z,y) # (0,0),
0, (z,y) = (0,0).
é continua no ponto (0, 0).
Exercicio 5.4. Verifique que a funcdo
222 ,
———, *+y*#0,
flzy) =9 Vo +y?
0, 22+ =

é continua na origem.
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Exercicio 5.5. Investigue a continuidade da fun¢do

x?_yQ
flzy) =9 22 +y?

no ponto (0,0).
Exercicio 5.6. Prove que a fungdo f(x) = ||x|| é continua em R™.

Exercicio 5.7. Determine o conjunto de pontos de continuidade de cada func¢do a seguir.

Justifique a resposta.

a) f(x,y) = 4a*y® + 2y — 1.

1 —
b) f(x,y) = . &

-y
222y + day + 9

Exercicio 5.8. A afirmacdo:
“A funcdo f(x,y) = sin(x3y + 22y + xy) é continua em todo R*”
é verdadeira? Justifique sua resposta.

Exercicio 5.9. Considere a fungdo f(x,y) = z,log(xy). Indique, justificando, em que

pontos essa fungdo é continua.

Exercicio 5.10. Determine h(z,y) = g(f(x,y)) e o conjunto no qual a fun¢do h é

continua.
a) g(t) =t + V1, f(z,y) = 2z + 3y — 6.
b) g(t) =t +1Int, f(z,y) = 2> + y*

c) g(t) =1/t, f(z,y) =2 —y.
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Capitulo 6
Derivadas Parciais

Neste capitulo, estuda-se derivadas de fungdes de duas ou mais varidveis e algumas de

suas aplicacoes.

6.1 Derivadas Parciais

Definicao 6.1 (Derivada Parcial). Seja z = f(x,y) uma fungdo de duas varidveis reais a
valores reais, e, seja (a1, as) um ponto do dominio de f. Fixado as, pode-se considerar a

fungdo g de uma varidvel definida por

g(x) = [f(z,a2).

A derivada desta funcdo g, no ponto x = ai, caso exista, denomina-se derivada parcial

da fungdo f, em relagdo a x, no ponto (ay, as); e serd denotada por

% (a1, az)
ou

fa(ar, as).
Portanto,

0 d
8_];(@1’(12) = ﬁ(al)'
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De acordo com a defini¢do de derivada, tem-se

of _ i 93) —gla)
o = T

— lim f(x7a2) - f(a17a2)

T—ray T — aq

— m flay+h,az) — f(al,az).
h—0 h

De modo anélogo, define-se a derivada da func¢do f, em relagcdo a y, no ponto (a1, as)

como

3_f<a1’a2) — lim flar, a0+ k) — f(aba?)'

dy k—0 k

Definicao 6.2 (Derivada Parcial como uma Fungdo). Considere o seguinte subconjunto

do dominio da funcdo f

B = {(x,y) € D(f); %(x,y) existe}.

Considere uma nova fun¢do, denotada por

0
% (w.9)

e definida em B, de modo que a cada (x,y) € B faz corresponder o niimero real

a—(az,y)— im h .

Tal fungcdo denomina-se fungdo derivada parcial de f, em relacdo a x ou simplesmente,
derivada parcial de f em relacdo a x. Analogamente, define-se a fungdo derivada parcial

de f em relacdo a y.

A nocao de derivada parcial, vista para funcOes de duas varidveis, generaliza-se facilmente

para funcdes de n varidveis reais a valores reais.

Defini¢ao 6.3 (Derivada Parcial para uma fungdo de n variaveis). Seja f : A C R" — R
uma funcdo e x = (ay,...,a,) € A. Para cadai = 1,...,n, a derivada parcial de f, em

relacdo a x;, é denotada e definida por

of . fla,ag, a1, 0+ by Gy, an) — f(a, . an)
(ay,...,a,) = lim ,
0x; h—0 h
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desde que o limite exista e seja finito.

Exemplo 6.1. Dada a fungdo f(x,y) = x + 2y, tem-se as seguintes derivadas parciais

em relagdo a x e y, respectivamente,

of o fle+hy) = fley) . x4+ h+2y—x-—2y
e ©Y) = Jim h = h = ml=1
e
- 2 —r—2
dy k—0 k k—0 k k—0

Note que no Exemplo 6.1, para qualquer que seja o ponto (x, ), as derivadas parciais

da funcdo f, tanto em relacdo a x quanto em relagdo a y, sdo constantes.

Exemplo 6.2. Dada a funcdo f(x,y) = 2%y + x, tem-se

of o flethy) = fzy)
. (z+h)P*y+xz+h—2*y—z
= lim
h—0 h

= lim2xy + hy + 1 =22y + 1.
h—0

Em particular, se (z,y) = (1, 2), entdo

of B
5o(12)=5.

Observacao 6.1. Pode-se utilizar as regras de derivacdo de funcoes de uma varidvel para

o cdlculo de derivadas parciais. Se numa vizinhanga do ponto (x,vy), a fungdo é definida

por uma unica expressdo, para se obter ——(x,y), mantém-se y constante e deriva-se

oz

a fungcdo f em relacdo a x. Da mesma forma, para se obter a—(x, y), mantém-se x
Y

constante e deriva-se a fungcdo f em relacdo a y.

Exemplo 6.3. Dada a funcdo f(z,y) = 5x'y* + 2%y + 5, tem-se que

0

8—£(x, y) = 202°y* + 2y’
‘ 9

a—i(m, y) = 102ty + 622>
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Exemplo 6.4. Se f(z,y) = e*" Y, entdo

)
O ) = () = 2 e
a xXr
¢ of B
gy (@ y) = g () = syte

Exemplo 6.5. Se f(z,y) = (% + y?) In(2? + y?), utilizando a regra do produto, segue

Z(a? +y?)

) = Gl ) e 4 )+ 0 ) | 2

oz

=2 In(2® + ?) + 22
=2z [1 + In(2? + %))

Analogamente, obtém-se a derivada de f com relagdo a y.

Exemplo 6.6. Considere a funcdo

@ -y
flz,y) =4 a2 +y2 se (z,y) # (0,0),
0, se (z,y) = (0,0).

Para calcular a derivada de f em relacdo a x, pode-se utlizar a regra do quociente, como

segue: para (z,y) # (0,0),

3@+ ) — (2P — P20 ot + 3%y 4 2ay°
B (22 +y?)? (24?2

a_(may)

Por outro lado, para (z,y) = (0,0) utiliza-se a defini¢do,

of . f(xz,0) = f(0,0) . sz
%(x,y):ilg(l) X z—>0< >:1'

Portanto,

of xt + 322y? + 2y°
o) ={  @rP
1, se (z,y) = (0,0).
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6.2 Interpretacao Geométrica das Derivadas Parciais

Seja f : A C R? — R uma funcdo de duas varidveis reais a valores reais. Considere o

conjunto
S={(z,y,2) €eR% (a,y) € A,z = f(z,9)}

e seja P = (a1, as, f(a1,as)) um ponto de S. Intersectando a superficie S com o plano

de equagdo y = a9, obtém-se uma curva, (', contida no plano y = as e de equacio

2= [(w,a9) = g(2),

como ilustrada na Figura 6.1.

Figura 6.1: Intersecdo da superficie S com o plano y = as.

Desse modo,
of

—((a1,a2)) = gl(al) = tan a,

ox
em que ¢ (a;) denota o coeficiente angular da reta 7, contida no plano y = a; e tangente
a curva C'; no ponto P.
Analogamente, intersectando a superficie S com o plano plano de equacdo =z = ay,

obtém-se uma curva, C5, contida no plano = = a; e de equagdo

z = f(ay,y) = h(z),

como apresentado na Figura 6.2.
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Figura 6.2: Intersec¢do da superficie S com o plano z = a;.

Entao, segue que
of

a_y(al,%) = h/(al) = tan 3,

em que A’ (a;) denota o coeficiente angular da reta s, contida no plano = = a, e tangente

a curva (5 no ponto P.

6.3 Derivadas Parciais Vistas como Taxas de Variacao

As derivadas parciais podem ser vistas como taxas de variacdo instantaneas. Se f : A C
c o . ) 0
R? — R ¢ uma funcdo de duas varidveis reais a valores reais, A um aberto, a—f(al, as)
x
representa a taxa de variac@o da fung@o f ao longo da reta que passa pelo ponto (ag, as) €
na dire¢@o do vetor candnico ¢ = (1,0).
Analogamente, 8_(a1’ ay) representa a taxa de variagdo da fung@o f ao longo da reta

que passa pelo ponto (ag, az) e na dire¢do do vetor candnico j = (1,0).

Exemplo 6.7. A drea A da superficie lateral de um cone circular reto de altura h e raio

da base r é dada por

A(r,h) = mrvh? + 12,

Se r é mantido fixo em 3cm, enquanto h varia, a taxa de variacdo de A em relagdo a
h, no instante em que a altura é de Tcm é dada pela derivada parcial da funcdo A, em

relacdo a h, calculada no ponto (3,7), ou seja,

0A 217w
- =2 m(7? 43" = .
o (3,7) m(7° + 37) N

Exemplo 6.8. Suponha que a produgdo didria () de uma fdbrica dependa do montante
K de capital (medido em unidade de R$1000, 00 ) investido na instalacdo e equipamento

e também da mdo de obra L (medida em trabalhadores por hora). Em Economia as

116



Notas de aula - Prof. Silvio

derivadas parciais Qg e QQ1, sdo conhecidas como a produtividade marginal ou produtos
marginais do capital e do trabalho, respectivamente. O produto marginal do trabalho
Q1 € a taxa na qual a produgdo () varia em relacdo ao trabalho L para um nivel fixo
K de capital investido. Assim, () é aproximadamente a variacdo na producdo que
resultard se o capital for mantido fixo e o trabalho for aumentado de 1 trabalhador por
hora. Analogamente, o produto marginal do capital () é aproximadamente a varia¢do
na producdo que resultard se a mdo de obra for mantida fixa e o capital investido for

aumentado de uma unidade.

Observacao 6.2. Em Economia, o termo andlise marginal se refere a prdtica de utilizar
uma derivada para estimar a variagdo no valor de uma fungdo resultante de um aumento

de uma unidade em uma de suas varidveis.

6.4 Derivadas Parciais de Ordens Superiores

Definicao 6.4. Seja Iz e 0 fungoes de duas varidveis reais a valores reais, pode-se
x

considerar as derivadas parciais dessas funcoes. Logo, as derivadas parciais de segunda

ordem da fungdo f sdo definidas como

2(2)- 2,

ox \Ox )  Ox?

o (oY _ 2
oy \ox ) oyoxr 'YV
ooy
oxr \0y/) Oxoy "V

o (0f\ 0*f
a5 (o) = e = o

A partir das derivadas parciais de segunda ordem obtém-se as derivadas parciais de

terceira ordem de f e assim sucessivamente.
Definicao 6.5. As derivadas f,,, fy. sdo chamadas de derivadas mistas.

Observacio 6.3. Se k é um niimero inteiro positivo, entdo hd 2* derivadas parciais de

ordem k.
Exemplo 6.9. Dada a funcdo
flz,y) = 2%y’ + 2zy + e + 1,
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suas derivadas parciais de primeira ordem sdo

0
a—i(x, y) = 229° + 2y + €°
‘ 0
a—]yc(a:, y) = 32°y* + 2z.

Em relacdo as derivadas parciais de segunda ordem, tém-se

_82f o 6 . a 3 T\ 3 x,
fmgc—@(w,y)—%(%(w,y)) —%(2@ +2y +e") = 2y° + e

0? 0 (0 0
foy = a_y];(x’y) = - (_i(xay)) = a—y(3$2y2 + 27) = 62%y;

0 o (0 5
fyx = 8y8fx(x’y> - <_f(m,y)) = —(2133;3 +2y+ex) _ 6xy2 s

0? o (0 0

Exemplo 6.10. A equacdo ) )
denomina-se equagdo de Laplace. Uma funcdo que satisfaz a equacdo de Laplace é
denominada fun¢do harmonica. Por exemplo, a funcdo f(x,y) = In(z*+y?) é harménica,

pois, calculando as derivadas parciais

O f a9 ﬁf( y)) _ 0 ( 2z ):2(x2+y2)—2:c(2x) 2y? — 22°

fos = %(:v,y) T Oz (% ! z? 4 12 (22 + y2)? T (@2 4 42)?

ox

) X

fyy

=92 = 5y T oy \a?+ 2 -

Gt = g (e ) = 5 () = A - B

Verifica-se que
PfPf P22 2 -2
o2 y? - (xz +y2)2 (x2 +y2)2 -

Portanto, a funcdo f é harménica.
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Definicao 6.6 (Funcio de duas variavel e classe C?). Seja f : A C R? — R uma funcdo
de duas varidveis, definida no aberto A. Se as derivadas parciais de segunda ordem de f
existirem e forem continuas em cada x € A, diz-se que a funcdo f é de classe C? em A e

denota-se por f € C*

Teorema 6.1 (Schwarz). Seja f : A C R?> — R, A um conjunto aberto. Se f for de
classe C* em A, entdo

9% f 02 f

fzy = 8x8y(x’y) = 8y8x(x’y) = fy:ra

para todo (z,y) € A.

Exemplo 6.11. A fungdo f(x,y) = x* + 3> é de classe C* em R? (Verifique!). Logo,

At B Lt
Oxdy Y ~ Oyox Y

para todo (z,y) € R2

Exemplo 6.12. Dada a fungdo

3

flz,y) = a? +y?
0 , se (z,y) =(0,0).

Pretende-se calcular f,,(0,0) e f,;(0,0). Primeiro, calcula-se as derivadas parciais de
primeira ordem de f. Nos pontos (x,y) # (0,0), pode-se aplicar a regra do quociente
of v a® +y?) —ayt2r (e +yP) — 227y

%(aj,y) - (22 + 2)? - (22 + 42)2

No ponto (x,y) = (0,0), utiliza-se a defini¢do

of .. flx+h,0)—f(0,0) . 0
a0 ) = Jim h = jmg =0
Assim, 30,9 2 2.3
yo(z° +y°) — 227y
0,0
- S e () £ 0.0,
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0
Analogamente, obtém-se a—f(x, y). Para (z,y) # (0,0), tem-se
Y

0f( ) 3ry?(x? + %) —xy32y  3x3y? + xyt
—_— x - = .
oy (2 + ) (2> + )

No ponto (x,y) = (0,0)

gy, ) = fim 2 = Jim g =0
Assim, - A
3z°y* + vy
0,0
g—f<x,y) — <x2 +y2)2 9 se (I7y) ?é ( ) )’
y 1 L se (x,y) = (0,0).

As derivadas mistas no ponto (z,y) = (0,0) sdo dadas por

of of
02 f 50 = 570,00 g
8w8y<0’0)_f1£>% h _flg%ﬁ_o
‘ of of
02 f 001 — 1 %(OJC) —%(070) y L X
8y8x(’ )_klg(l) h Tk

Observe que as derivadas mistas de f calculadas no ponto (0,0) sdo diferentes. Isso

contraria o teorema de Schwarz?

Definicao 6.7 (Funcdo de n varidveis e classe C?). Seja f : A C R™ uma funcdo que
possui derivadas parciais de primeira ordem em todo ponto © € A. A j-ésima derivada

parcial da fungdo,
of
0@»

no ponto x € A, serd denotada por

o*f o (0f .
= — =1...,n.
e @) =5 (52 ) @) ij=1lon

(): A— R,

Se essas derivadas parciais de segunda ordem existirem em cada ponto x € A e forem

fungoes continuas, entdo a fungdo f diz-se de classe C*.
O Teorema 6.2 € uma versao do Teorema de Schwarz para funcdes de n varidveis.

Teorema 6.2 (Teorema de Schwarz para fungdes de n variaveis). Seja f : A C R" — R,
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A um conjunto aberto. Se f for de classe C* em A, entdo

IS (=L
8xi8xj N E)xﬁxz ’

para quaisqueri,j = 1...nex € A.

6.5 Atividades Complementares - Pos aula

Exercicio 6.1. Considere uma funcdo fungdo f : R> — R. Defina as derivada parcial
de primeira ordem de f(x,y) em relagcdo as varidveis x e y. Interprete-as como taxa de

variagdo.

Exercicio 6.2. Utilize a defini¢do para calcular as derivadas parciais da fungéo f(x,y) =
22% +yem (1,2).

Exercicio 6.3. Determine as derivadas parciais.

a)f(z,y) = bty + 2xy — 1 b)f(x,y) = cos(zy)
) (@) = aye™ Dfay)=ar
e)f(z,y) = zyln(2® + y°) P f(ey) = xsinx”y

 cos(2? + y?)

(
flz,y) = /3 + o h)f(z,y) = arctan(z — y)

Exercicio 6.4. Mostre que a funcdo de producdo de Cobb-Douglas,

)
)
g)

P =bL*K",

satisfaz a equagdo

Exercicio 6.5. Considere a funcdo z = . Verifique que

.ZUQ + y2
_ + _

Yor " Yor

Exercicio 6.6. Seja s = f(x,y, z,w) dada por s = ev ™ w. Verifique que

TSy + Ysy + 28, +wsy, = 0.

Exercicio 6.7. No estudo de penetracdo do congelamento, descobriu-se que a temperatura

T no instante t (medido em dias) a uma profundidade x (medida em metros) pode ser
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modelada pela funcdo
T(x,t) = Ty + The *“sen (wt — &),

em que w = 2w /365 e & é uma constante.
a) Determine T),. Qual seu significado fisico?
b) Determine T;. Qual seu significado fisico?

c) Mostre que T satisfaz a equagdo do calor Ty = k'T’,,, para uma certa constate k.

Exercicio 6.8. Para um certo mercado varejista estd determinado que se x for o niimero
didrio de comerciais na televisdo, y for o niimero de minutos de duracdo de cada comercial
e z for o niimero de unidades vendidas diariamente, entdo z = 2xy*+x?+9000. Suponha
que no momento presente haja 12 comerciais, cada um com um minuto de duracdo por
dia.

a) Ache a taxa de variagdo de z por unidade de variacdo em x se y permanecer fixo em
1.

b) Use o resultado da parte (a) para aproximar a varia¢do nas vendas didrias, se o
niimero de comerciais com um minuto for aumentado em 25%.

¢) Ache a taxa de variacdo de z por unidade de variacdo em y se x permanecer fixo em
12.

d) Use o resultado da parte (c) para aproximar a varia¢do das vendas didrias se a

duragéo de cada um dos 12 comerciais for aumentada em 25%.

Exercicio 6.9. Seja x a quantia em dinheiro (em milhdes de reais) investida no estoque

de uma loja, y o niimero de empregados na loja e P o lucro semanal da loja,
P(z,y) = 3000 + 240y + 20y(z — 2y) — 10(z — 12)

emque 15 <z < 25eb <y < 12. No momento, o estoque é de 180000,00 milhées e hd
8 empregados.

a) Ache a taxa de variagdo de P por unidade de variacdo em x se y for mantido fixo em
8.

b) Use o resultado da parte (a) para achar a variacdo aproximada no lucro semanal, se o
estoque variar de 180000 para 200000,00 milhées e o niimero de empregados permanecer
fixo em 8.

c) Ache a taxa de variagdo de P por unidade de variagdo em y se x for mantido fixo em
8.

d) Use o resultado da parte (c) para encontrar a variacdo aproximada no lucro semanal,
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se o niimero de empregados for aumentado de 8 para 10, com o estoque fixo em 180000,00

milhoes.

Exercicio 6.10. Se uma funcdo f(z,y) tiver derivadas parciais de segunda ordem continuas
em uma regido aberta R C R?, as derivadas parciais de primeira ordem de f devem ser

continuas em R? Justifique sua resposta.

Exercicio 6.11. Determine as derivadas parciais de primeira ordem da fun¢do

I—l—y4
oy =4 wagp HVF00
0 , (z,y) = (0,0).

seguir.
a)f(z,y) = bty + 2xy — 1 b) f(z,y) =Y
o) f(z,y) = 2° +2¢° d)f(z,y) =2 +y
e)f(z,y) = (1 +2° +y°) Nf(zy) = 42°y" +y°
9)f(z,y) =9zy h)f(z,y) =z cosy

2

62
Exercicio 6.13. Verifique que 22 + 8_y£ = 0em que f(x,y) = In(z? + y?).
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Capitulo 7
Funcoes Diferenciaveis e Diferencial

Neste capitulo, estuda-se o fenomeno de diferenciabilidade e a diferencial para fungdes

de duas ou mais variaveis reais a valores reais.

7.1 A Definicao de Diferenciabilidade

Definicao 7.1 (Diferenciabilidade em um ponto). Seja f : I C R — R uma fungdo de
uma varidvel real a valores reais e a1 € 1. Diz-se que f ¢ diferencidvel no ponto a,, ou

derivdvel no ponto a,, se, e somente se, o limite

lim flai +h) = f(a)
h—0 h

existir e for finito.

A Defini¢do 7.1 ndo é adequada para generalizacdo, pois se f for uma fun¢do de duas
varidveis reais a valores reais h serd um par ordenado e, entdo, o limite ndo terd sentido.

Supondo f diferencidvel no ponto a4, existe um nimero real d, d = f /(al), tal que

i Lt h) = fla) _
h—0 h
Tem-se que
lim flaa+h) = fla) =d <= lim flar+h) = flan) = dh _ 0.
h—0 h h—0 h
Levando em conta que
lim m 0 lim —W<h) =0,
h—0 h h—0 | h |
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resulta

i Fth) = fla) L flah) = flar) = dh

h—0 h h=0 | | =0

Portanto, f é diferencidvel no ponto a, se, e somente se, existir um nimero real d = f ' (ay)
tal que
. ap +h)— flay) — dh
L e+ h) = fa)

h—0 h

=0.

Definicao 7.2 (Extensdo de diferenciabilidade para func¢io de duas varidveis). Sejam f :
A CR? — R, A um aberto de R* e (ay,ay) € A. A funcdo f é diferencidvel no ponto
(a1,a2) € A se, e somente se, existirem as derivadas parciais de primeira ordem de f,

calculadas no ponto (a1, as) € A, tais que

0
flay + hyas + k) — f(ar,az) — ha—i(abaz) - kﬁ_(al’GQ)
lim Y =0.
(hk)=(0,0) (R, K|

Definicao 7.3 (Diferenciabilidade em um intervalo). Diz-se que uma funcdo f : A C

R? — R é diferencidvel em B C A se f for diferencidvel em topo ponto (z,y) € B.

Definicao 7.4 (Diferenciabilidade em todo o dominio). A funcdo f diz-se diferencidvel se

for diferencidvel em todo ponto de seu dominio.

Exemplo 7.1. Para mostrar que a funcdo f(z,y) = x?y é diferencidvel, é preciso mostrar
que [ admite derivadas parciais de primeira ordem e, além disso,
0

flay+h,ay + k) — f(ai,az) — h8_£(a1’a2) - kg_JyC(ahCLQ)

lim = 0.
(k) —(0,0) |(h, k)|l

As derivadas parciais de | existem, em qualquer ponto (x,y) € R? e sdo dadas por

of

3 (& Y) = 22y
e 8f

gJ _ 2

8y(x,y) z”

Por outro lado, para todo (x,y) € R?,

. (x+ h)(y + k) — 2%y — 2xyh — 2%k , 2xhk + by + h2k
lim = lim .

(h,k)=(0,0) Vh? + k2 (h,k)—(0,0) Vh?+ k?
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Para se calcular o limite anterior, leva-se em conta que, para (h, k) # (0,0),

(bl YRR
VRZ+ R T VRZ+ R

Entdo,

) 2xhk + h2y + h%) _ [ k h h

lim = lim 2zh +h + hk—0——m
(h,k)—(0,0) ( Vh? + k2 (h,k)—+(0,0) vV h? + k2 y\/hQ + k2 Vh? + k2

=0.

Portanto, a fungdo f é diferencidvel em todo (z,y) € R? ou seja, f é uma fungdo

diferencidvel.

Definicao 7.5 (Extensdo de diferenciabilidade para func¢io de n variaveis). Seja f : A C
R" — R, A aberto e a = (ay, ...,a,) € A. A funcdo f diz-se diferencidvel no ponto a

se, e somente se, existem ——(a), i =1,...,ne

8$i

5 ol -0
Proposic¢ao 7.1. Sejam f,g : A C R? — R fungées diferencidveis no ponto (a1, ay) €
A, A aberto de R?. Entdo, as funcées (f + g), (fg) e (f/g) [com g(a1,as) # 0], sdo

diferencidveis no ponto (ay, as).

Proposic¢ao 7.2. Se uma fungdo f : A C R* —s R é diferencidvel no ponto (ay, as) € A,

A aberto de R?, entdo f é continua nesse ponto.

7.2 Critério de Diferenciabilidade

Proposicao 7.3 (Critério de Diferenciabilidade). Seja f : A C R*> — R uma fungdo
que admite todas as derivadas parciais numa vizinhan¢a V' do ponto (ay,ay) € A. Se as
fungoes

of

eV — cR =1.2
(a1, az) — oz, () ; J ) 2,

forem continuas, entdo f € diferencidvel no ponto (a1, as).

A proposicao anterior diz que se f admite derivadas parciais em uma vizinhanga de
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(a1, as), e se essas sdo continuas no ponto (a1, az), entdo f serd diferenciavel nesse ponto.
Exemplo 7.2. A funcdo f(x,y) = cos(z?* + y?) é diferencidvel em R?, pois,

0
O (2.) = ~20sin(e? + )

0 .
a—i(:ﬂ, y) = —3y? sm(gc2 + y3)

sdo continuas em R?.

A reciproca da proposicdo anterior nio € verdadeira, porque existem fungdes que sdao
diferenciaveis num ponto sem que as derivadas parciais sejam continuas nesse ponto. O

proximo exemplo exibe um desses casos.

Exemplo 7.3. A funcdo f : R? — R, definida por

1

—sin(zy), x #0,
f)={ Y

Y , =0,

é continua se x = 0, bem como

) = costan),
Entretanto, '
of xy cos(zy) — sm(xy)’ £ 40,
8_(x7 y) = x?
z 0 . =0,

ndo é continua se x = 0. Todavia, f é diferencidvel na origem.

7.3 Aplicacao da Diferenciabilidade: Plano Tangente

Uma aplicacdo imediata da diferenciabilidade de funcdes de duas varidveis reais a valores
reais € a existéncia de plano tangente a superficie.

Se f é diferencidvel no ponto (ay, az), tem-se que
of af

a(al,%) - ka—y(ah%)

lim = 0.
(h,k)—(0,0) (A, k)|

flay + hyas + k) — f(ar,az) — h
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Fazendo x = a1 + he y = ay + k, resulta

F(09) — Flan, ) = 9 (ay,02) (0 — 1) = 9 (g, 02)(y — )
lim e J = 0.
(2:9)—(a1,02) (2, y) — (a1, @)

Denota-se por 7(z,y) o erro que se comete na aproximagdo de f por

0 0
(e, ) = o, az) + 5 an,0)(e = ) + 5 @, 0a)(y - ).

Assim,
f(x,y) =T(z,y) +r(z,y),

em que

lim ( r(z,y) ):0.
(@)~ (ana2) \ |[|(2,y) — (a1, az)|]

A fungdo T'(z, y) € atinica fungdo afim que se aproxima f(z, y) com erro (z, y) tendendo

a zero mais rapidamente que ||(z,y) — (a1, as)||, quando (z, y) tende a (aq, az).

Definicao 7.6 (Equacdo do plano tangente). Seja f : A C R? — R uma fungdo

diferencidvel no ponto (a1, a3). A equag¢do

0 0
= flanar) = GHana)(e - a) + F @ ey - a)
denomina-se equagdo do plano tangente ao grdfico de f no ponto (a1, as, f(ay, as)).

Observacao 7.1. Se a funcdo f ndo for diferencidvel no ponto (ay,as), mas admitir
derivadas parciais neste ponto, entdo o plano dado pela equacdo anterior existird, mas

ndo serd plano tangente.

Exemplo 7.4. A equacdo do plano tangente ao grdfico da fungdo f(x,y) = xy no ponto
(1,2,2) é dada por

z2—2=2x-1)+@y—-2)<=22x+y—2—2=0.

Exemplo 7.5. A equacdo do plano tangente ao grdfico da funcdo f(x,y) = ylnx no
ponto (e,2,2) é dada por

2
z—2=—-(x—e)+y—2<=2r+ey—ez—2e=0.
e

129



Notas de aula - Prof. Silvio

7.4 Diferencial

Nesta se¢do, apresenta-se a defini¢cao de diferencial para uma funcio de duas varidveis e

estende-se essa definicdo para funcdes de n varidveis reais a valores reais.

Definicao 7.7 (Funcional linear). Um funcional linear em R? é uma funcdo L : R* — R

que cumpre as seguintes condicoes:
* L(z+y) = L(z) + L(y),
e L(a.x) = a L(x),
para quaisquer que sejam .,y € R? e para todo oo € R. Um funcional linear em R? tem a

forma geral L(x,y) = ax + By, em que « e 3 sdo niimeros reais. Isto é, cada funcional

linear em R? é caracterizado unicamente por um par ordenado (o, 3).

Definicao 7.8 (Diferencial para fung¢do de duas variaveis). Seja f uma funcdo de duas

varidveis, diferencidvel no ponto (a1, as). Considere o funcional linear

L(h, k‘) = %(al, Clz)h + g—g(&l, CLQ)]{?.

Com isso,

flay + hyas + k) — f(ar,az) = a—f(al,ag)h + G—f(al,cm)k +r(h, k),

ox dy

em que

: r(h, k)

lim = 0.

(hk)—(0,0) ||(h, k)|

O funcional linear

0 0

L(h, k’) = a—i(al, ag)h + 8—';;(&1, a,g)k?

denomina-se diferencial de [ em (a1, as).

Observe, na Defini¢do 7.8, que o funcional que define a diferencial € determinado

unicamente pelo par ordenado

0 0
(Ghtana. 5 s an)).

Exemplo 7.6. Seja

of of

T(x,y) = f(a1,a2) + %(ala@)(l‘ —ap) + 8—y(a1,a2)(y — ag).
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Sabe-se que o grdfico de T é o plano tangente ao grdfico de f no ponto (ay, as, f(ai, az)).

Fazendo x = a1 + h e y = as + k, segue que

of af
T(ay + h,as + k) — f(ay,a2) = =—(ay,a2)h + = (a1, az)k.
(a1 o+ k) — flar,az) ax(l 2) 8y(1 2)
Entdo L(h,k) é a variagdo que sofre T, quando se passa do ponto (ay,as) ao ponto
(a1 + h,ay + k). Por outro lado, f(ay+ h,as+ k) — f(ay,as) é a variagdo em f, quando
se passa do ponto (ay, as) para o ponto (a; + h, as + k). Tem-se que
of

0
flay 4+ h,as + k) — f(ag,az) = 8—£(a1,a2)h + 8_y(a1’a2)k’

sendo a aproximacdo tanto melhor quanto menores forem os valores absolutos de h e de
k.

Seja z = f(x,y) uma fun¢do diferencidvel de duas varidveis reais a valores reais. Em
notagdo cldssica, a diferencial de f no ponto (x,y), relativa aos acréscimos dx e dy é
denotada por dz ou df (x,y), ou seja,

0 0
dz = a_£<x’ y)dx + 8—];(56, y)dy.
Denota-se por Az a variacdo em f, quando se passa do ponto (z,y) para o ponto (z +
dz,y + dy),
Az = flz +dz,y + dy) — f(z,y).

Assim,
Az =2 dz.

Definicao 7.9 (Diferencial para funcio de n varidveis). Se f é uma fungdo diferencidvel
de n varidveis reais a valores reais, a diferencial de f no ponto a = (ay, ..., a,), relativa

aos acréscimos dxy, ..., dx,, € definida por

of " Of
. (a)dz, = Z

o0x;
i=1 v

df (a) = g—i(a)dxl + ...+

(a)dx;.

Exemplo 7.7. Dada a funcdo = = \/xy, sua diferencial é dada por

md:):—ky

2\/xy 2\/xy

Através da diferencial dessa fungdo, é possivel calcular um valor aproximado para a

dz = dy.
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variagdo Az em z, quando se passa do ponto (1,1) para (1,02;1,01). Observe que,

Azt dx + Y dy.

2\/Ty 2/Ty

Fazendox =1,y = 2, dz = 0,02 e dy = 0,01, resulta Az = $(0,02)+3(0,01) = 0,015

E possivel calcular o erro cometido na aproximacdo feita.

Exemplo 7.8. Dada a funcdo z = \/6 — x? — y?, sua diferencial é dada por

x Y _ —zdx — ydy
/6 — 22 — 2 \/6—:1:'2—3/2 \/6—x2—y2‘

Para avaliar f(0,99;1,02) utilizando a diferencial, observa-se que, partindo do ponto
(1,1) para o ponto (0,99; 1,02), tém-se que dx = —0,01 e dy = 0,02. Assim,

dz =

dz = bf’m = —0,005.

Logo, como f(1,1) = 2, segue que £(0,99;1,02) = f(1,1) + dz = 1,995.

7.5 Atividades Complementares - Pos aula

Exercicio 7.1. Considere uma fungdo f : A C R? — R, A um aberto de R?* e (xy, Yo) €
A.
(a) O que significa dizer que a funcdo | é diferencidvel no ponto (xg, 1) € A?

(b) Mostre que se [ é diferencidvel em (x¢,yo) € A, entdo f serd continua nesse ponto.

Exercicio 7.2. Utilize a definicdo para mostrar que as fungdes dadas sdo diferencidveis.
a) f(z,y) = zy.

b) f(z,y) = 2*y”.

¢) flz,y) =z +y.

Exercicio 7.3. Mostre que a fungdo

(e + 42) cos (%y) L se (x.y) # (0,0),

0 , se (z,y)=1(0,0),

flz,y) =

é diferencidvel em (0,0).

Exercicio 7.4. Justifique a afirmagdo: “A fungdo f(x,y) = cos(x?+2zxy—1) é diferencidvel

em R2”.
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Exercicio 7.5. Determine a equagdo do plano tangente e da reta normal ao grdfico da
fungdo dada, no ponto dado.

a) f(z.y) = 2%y em (1,1, f(1,1)).

b) f(z,y) =2 +y> em (0,1, £(0,1)).

¢) f(a,y) = arctan(z — 2y) em (2,1/2, [(2,1/2))

Exercicio 7.6. Determine o plano que passa pelos pontos (1,1,2) e (—1,1,1) e que seja
tangente ao grdfico de f(x,y) = xy.

Exercicio 7.7. Determine o plano que seja paralelo ao plano z = 2x + y e tangente ao
grdfico de f(z,y) = 2 + >

Exercicio 7.8. Calcule a diferencial:

a) z = 23y

b) z = zarctan(x + 2y).

¢) z = sin(zy).

Exercicio 7.9. Mostre que a diferencial de uma funcdo de duas varidveis reais a valores

reais é um funcional linear.
Exercicio 7.10. Defina diferencial de uma fun¢do de trés varidveis reais a valores reais.

s . . 2,2 . . ~
Exercicio 7.11. Seja z = ¢ ~Y". Calcule um valor aproximado para a variacdo Az em

z, quando se passade x =1 ey =1parax =1,01 ey = 1,002.

Exercicio 7.12. Calcule um valor aproximado para a variacdo A A na drea de um retdngulo

quando os lados variamde x =2mey =3mparar =2,01lmey =2,97m.

Exercicio 7.13. Calcule, por meio de diferenciais, um valor aproximado para (1,01)>%,
Exercicio 7.14. Calcule, por meio de diferenciais, um valor aproximado para /1, 01.

Exercicio 7.15. A altura de um cone é h = 20 cm e o raio da base r = 12 cm. Calcule um
valor aproximado para a variacdo AV no volume quando h aumenta 2mm e r decresce

1 mm.
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Capitulo 8
Derivacao de Funcoes Compostas

Pode-se formar funcdes compostas de vérias varidveis em dominios apropriados da mesma
maneira feita para fungcdes compostas de uma varidvel. Neste capitulo, mostra-se como

obter derivadas parciais de funcdes compostas de vérias varidveis.

8.1 A Regra da Cadeia

Sabe-se, do Célculo Diferencial de fun¢des de uma varidvel real a valores reais que se
y = f(x) e x = g(t) sdo funcdes diferencidveis, entdo a funcdo f(g(t)) é diferencidvel e

vale
dy dydx

dt — drdt
Tal relacdo € conhecida por Regra da Cadeia para fun¢des de uma varidvel real a valores
reais. Note que a varidvel y depende de = e esta por sua vez depende da varidvel t.
Pretende-se enunciar o caso em que a primeira varidvel depende de m variaveis e estas m
dependem de n varidveis.
Considera-se, inicialmente, alguns casos particulares da Regra da Cadeia. Em seguida,

apresenta-se o caso geral, omitindo a respectiva demonstragao.

Proposicao 8.1 (Regra da cadeia - Caso 1). Se w = f(x,y) é uma fungdo diferencidvel e

x e y sdo fungoes diferencidveis de t, entdo a fung¢do w é diferencidvel de t e

dw _0fdv  Of dy
dt Oz dt Oydt

Exemplo 8.1. Seja w = xy e x = cost e y = sint. Aplicando a regra da cadeia (Caso
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1), segue que
dw _ Ofds  0fdy

dt Ox dt — Oy dt
= y[—sin(t)] + z[cos(t)]
= [sin(¢)][— sin(t)] + [cos(t) cos(t)]
= —sin®(t) + cos?(t)

= cos?2t.

No Exemplo 8.1, o resultado poderia ser verificado de uma forma mais direta. De

fato, se w = xy e x = cost, y = sint, entdo w = costsint = %sin 2t. Logo,

dw a (% sin(2t)) = cos(2t).

At dt
Proposicao 8.2 (Regra da cadeia - Caso 2). Se w = f(x,y, z) é uma funcdo diferencidvel

e x,y e z sdo fungoes diferencidveis de t, entdo w serd uma funcdo diferencidvel de t e

do _0fdr 0fdy  0fds
dt Oz dt Oydt Ozdt

Exemplo 8.2. Seja w = vy + 2z e x = cost, y = sint e z = t. Aplicando a regra da

cadeia, segue que

dw Ofdx Ofdy Ofdz

dt drdt ' dydt ' 9zdt

= y(—sint) + z(cost) + 1(1)

= (sint)(—sint) + (cost)(cost) + 1
= —sin®t 4 cos?t +1

= 1+ cos2t.

Proposicao 8.3 (Regra da cadeia - Caso 3). Se w = f(z,y) é uma funcdo diferencidvel
ex = g(r,s) ey = h(r,s) sdo fungées diferencidveis de r e s, entdo w serd uma fun¢do

diferencidvel de r e s e

ow _owds  dwy
or Oz or Oy or

ow 8w8_x 8w@

9s 0z os | oyos

Exemplo 8.3. Sejaw = 2°> +y> ex =1 — s, y = r + 5. Aplicando a regra da cadeia,
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segue que
ow _ owds  owdy
or Oxr Or Oy Or
= 2z(1) 4 2y(1)
= 2(r—s)+2(r+s)
= Adr,
e

ou _ wos oy
0s Jxr 0s Oy 0s
= 2z(—1)+2y(1)
—2(r —s)+2(r+s)
= 4s.

Proposicao 8.4 (Regra da cadeia - Caso 4). Se w = f(x,y, z) é uma funcdo diferencidvel
ex =g(r,s), y = h(r,s) e z=k(r,s) sdo fungdes diferencidveis de r e s, entdo w serd

uma fungdo diferencidvel de r e s e

ow 8w8_x Gw@ 8w%

o ozor oyor  0zor

ow Owdxr OJwdy Owdz

9s 0w ds  dyds 0z 0s
Exemplo 8.4. Sejaw =2 +2y+ 22 ex = f’ y=r>+1Insez=2r. Aplicando a regra
s

da cadeia, segue que

ow _ owds oudy  owd:
or Or Or Oy or 0z Or
= 1(1)+2(2r) +22(2)
= % + 4r + 4r(2)
= % + 12r.

w
Analogamente, obtém-se D5
s

Proposicao 8.5 (Regra da cadeia - Caso geral). Se w é uma funcdo diferencidvel de n
varidveis 1, ..., T, e cada uma dessas varidveis por sua vez seja uma fungdo diferencidvel

de m varidveis yi, ..., Ym. Entdo, w serd uma funcdo diferencidvel de v, ..., Y, €

8_w_8w8x1 8w8x2+ +8_w(9.7:n
oy B 01 Oy Oy Oy T Oy ayl7

8_11)_ awax1+ (’3w8:v2+ +8_w8xn
Oya B 0z1 Oy 0y Oya T Oz dy2
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ow _8w8x1+6wax2+ +8_w6xn
8ym B axl 8ym a1'2 6ym axn aym'

8.1.1 Aplicacoes da Regra da Cadeia

A. Equacao da onda.

A equacdo da onda descreve a propagagdo das ondas tais como ocorrem na fisica, como
ondas sonoras, luminosas ou aquéticas. Ela surge em dreas como a acustica, eletromagnetismo,
e dinamica dos fluidos. Historicamente, o chamado problema da corda vibrante, como as

de um instrumento musical, foi estudado por Jean le Rond d’ Alembert, Leonhard Euler,
Daniel Bernoulli, e Joseph-Louis Lagrange. Seja a fungio v = u(z,t) de classe C2. A
equagao homogénea da onda é dada por

Pu 0%

o = o

Essa equacdo modela as pequenas vibracdes transversais de um fio fino e flexivel. A
fun¢do u = wu(x,t) representa a deflexdo da corda no ponto z € R e no instante t. A

solucdo dessa equagdo € dada por
u(z,t) = f(x +ct) + g(x — ct),

em que f e g sdo funcdes de uma varidvel real a valores reais duas vezes diferencidveis.

De fato, pela Regra da Cadeia tem-se

aQU 1 1
) =f(x+ct)+g (v —ct)
e P
u " "
) =c? (f (x+ct)+g (a:—ct)).
Logo,

Pu 0%

o2 = 0a2
B. Taxa de variacao de um angulo agudo no tridngulo retangulo.
Num dado instante, o comprimento de um cateto de um tridngulo € 10cm e ele esta
crescendo a uma taxa de 1 cm/min e o comprimento do outro cateto € 12 cm o qual esta
decrescendo a uma taxa de 2 cm/min. O objetivo € calcular a taxa de variacdo da medida

do angulo agudo oposto ao lado de 12 cm de comprimento, num dado instante. Denotando
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por 6 a medida do angulo agudo oposto ao cateto de lado 12, tem-se que

-1

tanf = 4 = yr <= 6 = arctan (E) .

xZ xZ
Pela Regra da Cadeia,
dg  00dx n 00 dy
dt — Oxdt Oydt
1 1 1
= O (2)
1+ 2 14+ 2
1 1 1
= —12x 107%)(1 2
102 102
B 102 32
1224102 100
8
-6l

Portanto, taxa de variacdo da medida do angulo agudo oposto ao lado de 12¢m de comprimento,
num dado instante é de —8/61 rd/min.
C. Coordenadas polares.
Seja f uma fungio diferencidvel de rede y e u = f(z,y), x = rcosf ey = rsinf. Pela
Regra da Cadeia, tém-se que:

ou au@ Judy  Ou

—cos@—l-%sinQ

o oxor  oyor oz ay

ou B 8u% 8u@_ ou

_ ou
90 = 0590 " 9y06 — o IO+ 5, (reost).

Ay

Definicao 8.1 (Coordenadas Polares). Dado um ponto P = (x,y) do plano, o par (r,0)
recebe o nome de coordenadas polares do ponto P. A medida r representa a distancia
do ponto a origem e 0 é a medida do dngulo formado entre a semi-reta OP e o eixo x. A

Figura 8.1 mostra a representacdo geométrica das coordenadas polares do ponto P.
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Pi{r,0)

v

Figura 8.1: Representagdo geométrica das coordenadas polares do ponto (z, ).

D. Demanda do consumidor.
Um revendedor de bicicletas descobriu que, se bicicletas de 10 marchas forem vendidas

por x reais cada, e o preco da gasolina for de y centavos por litro, aproximadamente
F(z,y) =200 — 24y/z +4(0, 1y + 5)?

bicicletas serdo vendidas por més. Estima-se que daqui a £ meses as bicicletas estardo
sendo vendidas por x = 129 4 5¢ reais cada e o pre¢o da gasolina serd de y = 804 10v/3¢
centavos por litro. A taxa de variacao da demanda mensal de bicicletas em relacdo ao

tempo € dada por

g _ ofdr ofdy
dt Ox dt ~ Oy dt
1 3 1 1 1
= —24533_5(5) + 45 0,1y +5)20,1 (105(3t)_23)
60 9
—— 4+ —=(0,1y + 5

9
~ms v L

Em particular, a taxa de variagdo da demanda mensal de bicicletas em relacdo ao tempo

=

80 + 10\@) +5] .

daqui a 3 meses sera

df_ 60 9
dt  V129+15 /9

0,1 (80 + 30) + 5] = 7.

8.2 Atividades Complementares - P6s aula

.. e . dw
Exercicio 8.1. Utilize a regra da cadeia para encontrar —.

dt
a)w=23+y" x=t>ey = cost.

b)w=tanzy, v =tey = t>
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c)w:e_mz_yQ,:E:tey:\/Z.
d)w=sin(ryz), xr =t y=1t*ez =1t

Exercicio 8.2. Utilize a regra da cadeia para encontrar (‘g_w e 881:
aAw=2>+1y*+z,r=5—tey=s+tez=2e".
b)w=Inx®+y?+22),v=s—tey=s+tez=2st
c)w=vVu2+v2+ 22, u=3elsins, v =3¢ cossez=4de.

dw=e", x=st,y=s>+tez=s—t.

Exercicio 8.3. Considere w = f(x,y), x = rcosf e y = rsinf. Mostre que

0w N Pw  w +18_w+l82_w
ox2  Oy2  Or:  ror  r2oe?’

Exercicio 8.4. Escreva uma formula para a regra da cadeia para cada derivada a seguir.
dz

m—ﬁmm2—f@w%x=Mﬂey=Mﬂ

b) —para z = f(u,v,w), u=g(t), v="h(t) ew = k(t).

dt
c) g—zj e g—wpara w = h(z,y,2), z = f(u,v), y = g(u,v) e z = k(u,v). d) (3_1;,
w= f(z,y,2,0), 2 =g(p:a) y = h(p,q), = j(p,q) e v = k(p, q).
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Capitulo 9
Teorema da Funcao Implicita

A ideia do Teorema da Fun¢ao Implicita apareceu nos escritos de Isaac Newton (1642-1727)
e nos trabalhos de Gottfried Leibniz (1643-1716) citando uma extensdo da diferenciacao
implicita. Mas fo1 Augustian Luis Cauchy (1789-1857) que formalizou os resultados da
época de Newton e Leibniz. Tal teorema estabelece condicdes suficientes para que uma

equacao defina (localmente) pelo menos uma funcao.

9.1 Funcoes Definidas Implicitamente

Definicao 9.1. Seja f : U — R, em que U C R? é um aberto de R?. Para c € R fixado,
diz-se que a equagdo

flz,y) =c

define y implicitamente como funcdo de x, quando existe uma fungdo £ : I — R definida

em algum intervalo I da reta tal que

f@,&(x)) = ¢,

para todo x € 1.
Exemplo 9.1. Seja  : R?> — R definida por f(x,y) = 2° + y e c € R. A equacdo
f(x,y) = 0 define implicitamente a fungdo & : R — R dada por &(x) = c+ a3, De fato,

flz,&(x)) = ¢,

para todo x € R. Aqui, é fdcil ver que para qualquer que seja o valor de ¢ € R,
a equacdo f(x,y) = c ird definir implicitamente uma func¢do &(x). Na Figura 9.1, é

ilustrado o comportamento geométrico de f quando c = (.
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o = 0 7 )
Figura 9.1: Grafico da equagdo f(z,y) = 2.

Na maioria dos casos, uma equagao do tipo f(z,y) = c define y implicitamente como

funcdo de z apenas localmente. O proximo exemplo explica melhor essa ultima frase.

Exemplo 9.2. Seja f : R? — R, definida por f(x,y) = 2° +y% A equacdo > +y? = 1
ndo define y implicitamente como fun¢do de x; pois, por exemplo, para cada x € (—1,1),
existem dois valores de y satisfazendo a equagdo x>+y* = 1. Por outro lado, restringindo
o dominio de f para o conjunto U = {(z,y) € R*y > 0}, a equacdo f(x,y) = 1
ou equivalentemente 1> + y*> = 1, define implicitamente a fungdo & : [—-1,1] — R,
definida por (z) = V1 — 22. Geometricamente, a equagdo x> + y*> = 1 representa uma

circunferéncia de centro na origem e raio 1, como ilustradada na Figura 9.2

20

15}
10} o —

05| / \\.

00 | .l
\ /
—05 | 4
\ ] »
10} —_—

=15}

20 . . 1 1 . 1 .
-20 -15 -10 -05 0.0 05 10 15 20

Figura 9.2: Circunferéncia de centro na origem e raio 1.

Exemplo 9.3. Seja f : R? — R, definida por f(x,y) = 9y*> — z(x — 3)% A equacdo
9y? — z(x — 3)% = 0 define uma curva no plano conhecida como Cuibica de Tschirnhaus.
Esta equagdo define implicitamente a fungdo £ : R — R dada por {(x) = —Vx(z_g)Q;
pois,

f(z,8(z)) =0

para todo x € R. A ciibica de Tschirnhaus é mostrada na Figura 9.3
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10

x|

-10

Figura 9.3: A cubica de Tschirnhaus.

Definicao 9.2. Para funcbes de n varidveis, denota-se por (x,y) um ponto do espaco
R™* ou seja, v € R" ey € R. Seja f : U — R em que U C R"™ é um aberto de R".
FPara c € R fixado, diz-se que a equacdo

flz,y) =c

define y implicitamente como funcdo de x, quando existe uma funcdo & : A — R

expressa em algum conjunto aberto A C R", tal que

fz,&(x)) = ¢,

para todo x € A.

9.2 O Teorema da Funcao Implicita

O teorema da fun¢do implicita apresenta uma condi¢@o suficiente para garantir que a
equacdo f(z,y) = ¢, (z,y) € R? e ¢ € R defina (localmente) y implicitamente como

funcdo de x. Na sequencia, apresenta-se esse Teorema.

Teorema 9.1 ( Teorema da Funcio Implicita em R?). Considere a funcédo f : U — R,
de classe C*, k > 1 no aberto U C R2 Seja (ay,as) € U, tal que f(aj,a3) = ce
g—i(al, ag) # 0. Existem uma bola B((a1, as),d) C R? e um intervalo J = (ay—¢, as+¢)
com as seguintes propriedades:

1. B((a1,a9),6) x JCUe g—i(al,ag) # 0 para todo (z,y) € B((a1,az),6) X J;

2. Paratodo (z,y) € B((a1,az),0) existe um vnico y = &(x) € J tal que f(z,y) =
[z, &(z)) = c
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A fungao & : B((ay,as),8) — J, assim definida, é de classe C* e suas derivadas

parciais em cada ponto (x,y) € B((a1, az),d) sdo dadas por

T )
or T,y) = of .
L ATE)

Esse teorema costuma ser demonstrado nos cursos de Andlise ao lado da apresentacdo
do chamado Teorema da Funcdo Inversa. A demonstracao desse teorema pode ser encontrada
em Lima (1989).

Exemplo 9.4. Considere a equacdo v° + vy + x° = 4. Observe que para x = 0, y = /4,
ou seja, fazendo f(x,y) = y*+xy+2a°, tem-se que f(0,/4) = 4. Por outro lado, f € C*
em R?e g—’yc(O, \P/Z_L) £ 0. Pelo Teorema da Funcgdo Implicita, a equacdo y> + xy + 2% = 4
define implicitamente, pelo menos uma fungédo y = &(x) € C' num aberto contendo 0.
Além disso,

dy  y+3a?

dr 32 +a

E importante lembrar que o teorema da fungo implicita estabelece apenas condi¢des

suficientes para a existéncia de uma func¢do definida implicitamente na vizinhanca de um

5

ponto. Por exemplo, seja f(x,y) = 2° — 35, segue que V f(x,y) = (0,0) e, no entanto, a

equagdo f(x,y) = 0 define trivialmente a fun¢do f(z) = 2 em torno da origem.

Teorema 9.2 (Teorema da Funcdo Implicita em R3). Dada a funcdo f : U — R, de
classe C*, k > 1 no aberto U C R3. Seja (a1, ay,a3) € U, tal que f(ay,az,a3) =ce

of

8_y(a'17 a2, a3) 7£ 0.

Existem uma bola B((ay,as,a3),0) C R3 e um intervalo J = (yo — €,y + €) com as

seguintes propriedades:

1. 5((@1,@2,@3),5)X:} C Ueg—i(al,aQ,ag) # Oparatodo (x,y,z) € B((ay,az,asz),d)x
J;

2. Para todo (z,y,z) € B((a1,a2,a3),0) existe um vinico z = &(x,y) € J tal que

f@,y,2) = f(a,y,8(x,9) = c
A funcdo € : B((ay,az,a3),8) — J, assim definida, é de classe C* e suas derivadas

146



Notas de aula - Prof. Silvio

parciais em cada ponto (x,y, z) € B((a1, a2, as3),d) sdo dadas por

0
8{ a_i(xaya§<x7y))
%(1:73/72) == 0

7 )
-\, xz,
ay( y&(7,y))

Exemplo 9.5. Considere a equagcdo ¢*tV** + xyz = 1. Considerando f (x,y,2) =
e"TVrz 4 xyz, tem-se que f(0,0,0) = 1. Por outro lado, f € C' e %(O, 0,0) # 0. Pelo
Teorema da Fungéo Implicita, a equacdo e*V* + xyz = 1 define implicitamente, pelo

menos uma fungdo z = &(x,y) num aberto de R? contendo (0,0). Além disso,

82 - €x+y+z ‘l’ Yz

ox ertvtz 4 gz
e

0z STV 4 x2

dy et gy
Exemplo 9.6. Considere a equagdo zx* + y*> — yz°> = 6. Definindo f(z,y,2) = 22 +
y? — y2°, tem-se que f(1,0,6) = 6. Por outro lado, f € C' e 2L(1,0,6) # 0. Pelo
Teorema da Fungdo Implicita, a equacdo zx* + y* — yz3 = 6 define implicitamente, pelo

menos uma fungdo z = &(x,y) num aberto de R? contendo (1,0). Além disso,

0z 21z

dr 12 — 3yz?

0z 2y—2°
oy a2 —3y22’
Teorema 9.3 ( Teorema da Fungdo Implicita em R"™!). Dada a funcdo f : U — R", de

classe C*, k > 1 no aberto U C R"L. Seja (a,b) € U, tal que f(a,b) =ce

of
a—y(a, b) 7é 0.

Existem uma bola B(a,0) C R" e um intervalo J = (yo — €,yo + €) com as seguintes

propriedades:
) 7.
1. B(a,0) x JCUe 8—5(3:,3;) # 0 para todo (x,y) € B(a,d) x J;

2. Para todo (x,y) € B(a,0) existe um vinicoy = &(x) € J tal que f(x,y) =
fz,&(x)) = c.

A fungdo & : B(a,8) — J, assim definida, é de classe C* e suas derivadas parciais em
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cada ponto x € B(a, ) sdo dadas por

% (@, ¢(x)
O (w,&(x))

9.3 Atividades Complementares - Pos aula

Exercicio 9.1. A equacdo 1® + vy + 23 — 4 = 0 define implicitamente alguma funcdo

diferencidvel y = y(x)? Em caso afirmativo, expresse d_y em termos de x e y.
x

Exercicio 9.2. Mostre que cada uma das equagcdoes seguintes define implicitamente pelo
menos uma fungdo diferencidvel y = y(x).

a) x*y +siny = .

b) y* + 2*y? + 2* = 3.

c)y? +axy+a2®—3=0.

d) z* + y* = 6.

Exercicio 9.3. Mostre que cada uma das equacdes a seguir define implicitamente pelo
menos uma fungdo diferencidvel z = z(x,y). Expresse (0z/0x) e (0z/0y) em termos de
x,y ez

a)r? + P+ 22 =1

b) zyz +x® + 3 + 23 = 5.

c) et a2y = 1.

A+ +B3=r+y+ 2
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Capitulo 10
Gradiente e Derivada Direcional

As derivadas parciais de uma fun¢do de duas varidveis representam taxas de variacao
na direcdo do eixo x e na dire¢do do eixo y. Neste capitulo, apresenta-se um conceito
de derivada que representa uma taxa de variacdo numa direcdo qualquer. Para isso, é

necessdrio introduzir um personagem novo na histéria, chamado de vetor gradiente.

10.1 Vetor Gradiente

Definicao 10.1 (Vetor Gradiente). Seja z = f(x,y) uma fun¢do de duas varidveis reais

a valores reais que admite derivadas parciais de primeira ordem no ponto (a1, ay) de seu

of
(%(ah(h)a 8_y(a17a2)) )

denotado por V f(ay, az) ou por gradf(ay, ay), denomina-se vetor gradiente da fungdo f

dominio. O vetor

no ponto (ay, as).

Do ponto de vista geométrico, o vetor gradiente de f no ponto (ai, az) é um vetor

aplicado no ponto (ay, as).

Exemplo 10.1. Seja f(x,y) = 23 + 2y> O vetor gradiente da fungdo f num ponto (z,y)
de seu dominio é dado por

Vf(z,y) = (3%, 4y).

Em particular,

Vf(1,1) =(3,4)
Assim, o vetor (3,4) serd um vetor aplicado (com a origem) no ponto (1,1).

Exemplo 10.2. Seja f(z,y) = e* V. O vetor gradiente da fun¢do f, num ponto (x,y)
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de seu dominio, é dado por
Vi(w,y) = Que” ", —2ye” ).

Em particular,

Definicao 10.2 (Campo Gradiente). Se f(x,y) admite derivadas parciais de primeira
ordem em todos os pontos de seu dominio; entdo, para cada ponto (x,y) € Domf estd
associado o vetor NV f(x,y). Esta aplicacdo é chamada de campo gradiente. A Figura

10.1 ilustra o campo gradiente da fungdo f(x,y) = x* + y*.

NNNN Vs
Pl N . U T D B N R S
Ao S L T T R .
1'1-.‘.‘\. . i *
D_1-1--— ---v-a-_
R s 4w s =
P S S T . D T T N
i I A A A D T T N
A/ /N NN
2

o 1

|
Y]

|
L&)

|
-

3

Figura 10.1: Campo gradiente da fun¢do f(z,y) = 2% + y°.

Uma questdo que merece atengdo € justificar o fato de que a derivada de uma funcdo
de duas varidveis reais a valores reais, num dado ponto de seu dominio, € dada pelo vetor

gradiente nesse ponto. Seja f(z,y) uma fungdo diferenciavel no ponto (ay, as). Ento,

Favw) = flan,an) + G an0a)(o = @) + an, a0y~ a2) + By,
em que
lim By

(z,y)—(a1,a2) H(xa?/) - (al,ag)H B

Tendo em vista a defini¢do de vetor gradiente, pode-se escrever

f(z,y) = flar, a2) + Vf(ar, a2) [(z,y) — (a1, a2)] + E(,y),

em que

E
lim (z,y)

= 0.
(@y)—=(an,a2) ||(2,y) — (a1, az)|]
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Fazendo X = (x,y) e Xy = (a1, az), tem-se que
f(X) = f(Xo) + Vf(Xo)(X = Xo) + E(X),

em que
EX)
lim —————— =0.
X5 [[X = Xo|
Sabe-se do Calculo de fungdes de uma variavel, que se f(x) for uma funcao diferenciavel

no ponto a;, entao

f(@) = fla) + f (@) (@ — ar) + E(),

com
lim B(X) =0.
s—ar | T — ay |
Dessa forma, parece bem natural definir a derivada de f(x, y) no ponto (a;, as) pelo vetor
gradiente de f em (aq, as).

Pode-se estender a defini¢do de vetor gradiente a dimensdes superiores a dois.

Definicao 10.3 (Vetor gradiente para uma funcio de n variaveis). Seja f uma funcdo de
n varidveis reais a valores reais, que admite derivadas parciais de primeira ordem no

ponto (ay, ..., a,) de seu dominio. O vetor

0 0
(a—xfl(al, ey G )y e 8_3',]‘;<a1’ ...,an)> ,

denotado por V f(aq, ...,a,) ou por gradf(as, ..., a,), denomina-se vetor gradiente da

fungado f no ponto (ay, ..., a,).

O vetor gradiente de uma fungdo esta relacionado com suas curvas de nivel, como

vE-se a seguir.

Teorema 10.1. Seja f(x,y) uma fungdo de classe C' numa vizinhanga do ponto P =
(a1, az), tal que V f(ay,as) # (0,0). Entdo, V f(ay, as) é perpendicular d curva de nivel
de f que passa pelo ponto P.

Demonstragdo. Como V f(ay,as) # (0,0), a curva de nivel f(z,y) = ¢ que passa pelo

ponto P pode ser parametrizada numa vizinhanga de P com equagdes
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em que a; = z(0) e as = y(0), e com vetor tangente ndo nulo. Derivando z =

f(z(t),y(t)) = c em relagdo a t, segue que

S l0).0) 0 + 5 (000, v(0) 0(0) = e =0

Emt = 0, tem-se

L a2 S 20) + X (a1,00) &
Ox oy aa2) gy

< (%(al, 02), %(al, az)) 7 (%x(()), %y(())) > 0.

Desse modo, isso mostra que o gradiente de f é perpendicular ao vetor tangente em P e,

y(0) = 0.

Assim,

portanto, perpendicular a curva de nivel f(z,y) = c.

10.2 Derivada Direcional

Definicao 10.4 (Derivada Direcional). Seja z = f(x,y) uma fungcdo de duas varidveis
reais a valores reais, (a1, as) um ponto de seu dominio e u = (a,b) um vetor unitdrio.

t|<r

Admita-se que exista r > 0, tal que os pontos da reta (x,y) = (a1 + at, az + bt),
pertencam ao dominio da fung¢do f. A taxa de variagdo média de f, na direcdo do vetor

u = (a, b), entre os pontos (a1, as) e (a1 + at, as + bt) é definida por

flar + at,as + 0t) — f(a1, az)
; :

O limite

t bt) —
Duf(@l, 0,2) — 11_{% f(al t+a ) 42 —i_t ) f(ala a2)

quando existe e é finito, denomina-se derivada direcional da fun¢cdo f no ponto (ay,as) e

na diregdo do vetor u = (a,b), com u unitdrio.

As derivadas parciais da funcdo f, sdo particulares derivadas direcionais. De fato,

flay +t,a2) — flar,a2)  Of

D;f(a1,az) = }g% ; = %(CLl;CLZ)
) £ )= flas,as)  Of
. ap,ao +t)— jlay,a
Dy 0a) = figy “ = = )
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of of . . o
Desse modo, == (a1, as) € ——(ay, az) sdo, respectivamente, as derivadas direcionais da

ox Jy
funcéo f no ponto (ai, as), e nas dire¢des dos vetores candnicos i = (1,0) e j = (0, 1).

Definicao 10.5 (Derivada Direcional para fun¢do de n varidveis). De um modo geral,
sejam f : A C R" — R uma funcdo de n varidveis reais a valores reais, em que A é
um conjunto aberto de R", a = (ay, ..., a,,) um ponto do conjunto A e u = (uy, ..., u,) um
vetor de R". O limite

Dy f(a) = lim flattu)—fla) . floa+tu, . an+ tun) = flar, .. an)

t—0 t t—0 t

Y

quando existe e ¢ finito, denomina-se derivada direcional da funcdo f no ponto a e na

diregcdo do vetor .

Um fato curioso, € que na defini¢do anterior, o vetor v ndo foi considerado unitario, ou
seja, admite-se que u seja um vetor arbitrario de R"™. Essa definicdo contraria a maioria
dos livros de Calculo. O que ocorre é que, quando considera-se que o vetor v ndo €
unitario, a derivada direcional de f na direc@o de u dependerd linearmente de u. De fato,
dado @ € R, o # 0, entdo existe D, f(a), a € A se, e somente se, existe D, f(a) e, no

caso afirmativo, tem-se que

Dauf(a) = lig LT 1OW = 1@ _  fla+tan) = fla

=aD,f(a).

Resumindo, pode-se definir a derivada direcional utilizando um vetor ndo unitirio. A
escolha feita neste texto e na maioria dos livros de Calculo, em trabalhar com o vetor «

unitdrio, simplifica a parte operacional envolvida.

Exemplo 10.3. Seja f(z,y) = 2x + y°. Para se obter a derivada da fungdo f, no ponto
(1,1) e na direcao do vetor u = (—1,1), calcula-se D,f(1,1), em que u é um vetor

unitdrio qualquer. Segue:

F(l+at,1+bt) — f(1,1)

D,f(1,1) = lim ;
2(1 1 2 _
— m (1+at)+ (140bt)* =3
t—0 t
. 2a+2at+ 14 2bt + %% -3
= lim
t—0 t
. 2a+2b+ bt
= lim———
t—0 t
= 2a -+ 2b.

O proximo passo consiste em encontrar um vetor que tenha a mesma direcdo e o
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mesmo sentido do vetor u, porém que seja unitdrio. Tal vetor é conhecido por versor do

vetor u. O versor do vetor u é dado por

1 1 1 1
(a,b) = m-(—L 1) = E-(—L 1) = (——2, —2) :
Portanto,

Doy =2(--) +2(5) o

Exemplo 10.4. Seja f(x,y,2) = x + y + 2°. Para se obter a derivada da fun¢do f no
ponto (1,0, 1) e na diregdo do vetor v = (1, 1, 2), calcula-se D, f(1,0,1), em que u é um

vetor unitdrio qualquer. Segue:

f(l+atbt, 14 ct) — f(1,0,1)

D,f(1,0,1) = lim
e btt 14 ct)?
_ hm(l—l—at)—i—( )+ (14 ct)
t—0 t
o l4at+bt+ 14 2ct+ A2t?
= lim

t—0

t
_at + bt + 2ct + A2
= lim
t—0 t
= a+b+ 2c.

O proximo passo consiste em encontrar um vetor que tenha a mesma dire¢do e o mesmo
sentido do vetor u, porém que seja unitdrio. Tal vetor é conhecido por versor do vetor u.

O versor do vetor u é dado por

1

1 1 1 2
(@,0.0) = gy (012 = 7 (11,2) = <_,_6, _6) |

(=]

Portanto,

o= () () ()%

Na sequéncia, serd apresentado na Proposi¢ao 10.1 uma maneira mais rdpida e bem
mais fécil de se calcular derivadas direcionais. Os préximos resultados sdao apresentados

para o caso n = 2, mas podem ser facilmente estendidos para funcdes de n variaveis.

Proposi¢io 10.1. Sejam f : A C R*> — R, A um conjunto aberto, (a1,a;) € A e
u = (a,b) um vetor unitdrio. Se a fungdo [ for diferencidvel no ponto (ay,as), entdo f

admitird derivada direcional no ponto (a1, as) e na dire¢do do vetor u = (a,b) e

Duf(a1>a2) = <Vf(a17a2)vu>'

154



Notas de aula - Prof. Silvio

Demonstragdo. Considere a fungdo auxiliar g, dada por ¢(t) = f(a; +at, ay+bt). Como
a funcao f é diferencidvel no ponto (ay, as), segue a diferenciabilidade da fungdo g no

ponto ¢ = 0. Pela regra da cadeia,

10) = 5 (e a)a+ 5 (a0 = (V1 (as,a2). (0.D),

Como ¢ (0) = D, f(ay, ay), resulta

Duf(ab a2) - <Vf(a17 a2)7 u>

Caso a func¢éo f ndo seja diferencidvel no ponto (ay, az), ndo serd possivel calcular a

derivada direcional utilizando produto interno.

Exemplo 10.5. Seja f(z,y) = 2? + y>. Para se calcular D, f(1,2), em que u = (1,3),

obtém-se, inicialmente, o vetor gradiente da fungdo f no ponto (1,2), ou seja
V(1,2) = (2,4).

O versor do vetor u = (1,3) é

1
ety = (

13)
V10 V10/

Logo,

Duf(1>2)=<(2,4),( 1 3)> 2 12 14

Vo' vio)! T Vio | vio | vio

Exemplo 10.6. Seja f(x,y) = ¢* =Y. Para se calcular Dy f(1,1), em que u = (3,4),

obtém-se, inicialmente, o vetor gradiente da funcdo f no ponto (1,1), ou seja

2

Vf(x,y) = ue” Y, —ye”

).

Em particular,

O versor do vetor u = (3,4) é

m.@,@ - (g%)
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Logo,
2

Duf(L 1) = <(27 _2)7 (gv §>> = g - g = _5'

Proposicao 10.2. Seja f : A C R? — R, A um conjunto aberto, f diferencidvel no
ponto (ay,ay) e tal que V f(ay,az) # (0,0). Entdo, o valor mdximo de D, f(a1,as)

ocorre quando
= Vf(ai,as)
IV f (a1, az)]]

e o valor mdximo de D, f (a1, as) € dado por

Mdx D, f(a1,as2) = ||V f(ar,ad)| .

Demonstragcdo. Seja 6 o Angulo formado entre os vetores V f(aq, az) e u. Entdo,

D, f(ai,az2) = (Vf(ar,a2),u) = ||V f(a,az)|| cos

Com isso, D, f(ay,as) terd seu valor maximo quando # = 0, ou seja, quando u for o
versor do vetor V f(ay, ay). O valor maximo de D, f (a1, as) € entdo ||V f(aq, as)]|.
Em outras palavras, a Proposi¢do 10.2 diz que, estando no ponto (a;, as), a direcéo

e o sentido que se deve tomar para que a funcio f cresca mais rapidamente é a do vetor
Vf(al, CLQ).

Exemplo 10.7. Admita que a temperatura, em graus Celsius, em cada ponto de uma

placa de metal seja dada por
T(xz,y) =€ cosy + €Y cos x,

em que x e y sdo medidos em centimetros. A direcdo na qual a temperatura cresce mais

rapidamente a partir do ponto (0,0) é dada por
VT(0,0) = (1,1)

e a taxa mdxima de crescimento é ||V'T(0,0)| = v/2 °C/cm. Por outro lado, a direcdo na

qual a temperatura decresce mais rapidamente no ponto (0,0) é dada por
—VT(0,0)=(—-1,-1).
Exemplo 10.8. Suponha que a equacdo da superficie de uma montanha seja dada por
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z = 1200 — 322 — 2y?, em que as distancias sdo medidas em metros. Considerando que
os pontos do eixo positivo dos x estdo a leste e os pontos do eixo positivo dos y estdo a
norte e que um alpinista estd localizado no ponto (—10, 5, 580), a dire¢d@o mais acentuada

desse alpinista é dada pelo vetor gradiente de =z no ponto (—10,5), ou seja,

Em particular,
Vz(—10,5) = (60, —20) =20 (3, —1).

Na Figura 10.2, é ilustrado o grdfico da funcdo » = 1200 — 322 — 21>

3 -3

Figura 10.2: Gréfico da funcdo z = 1200 — 322 — 2y°.

10.3 Atividades Complementares - P6s aula

Exercicio 10.1. Determine o gradiente de cada fun¢do no ponto indicado.
a) f(z,y) = 2> +y° (1,-2).

b) f(z,y) = 2e"Y +4zxy, (1,0).

c) flz,y) =In(z® + %), (1,1).

d) f(x,y,2) = 2> + 2223 + 25, (1,0,0).

Exercicio 10.2. Utilize a definicdo para calcular a derivada da fungdo f(x,y) = 22 +vy
no ponto (1, 1) e na diregdo do vetor (1, 3).

Exercicio 10.3. Calcule a derivada direcional D, f(aq, as), sendo:
a) f(x,y) = 2% — 3y% (a1, a2) = (1,2) eu = (2,1).

b) f(z,y) = zy, (a1,a2) = (1, 1) euw = (1,1).

c) f(z,y) = dry* — 423y, (a1,a2) = (1,2) eu = (%,%)

d) f(z,y) = 2%, (a1,a2) = (2,0) e =i 4.

e) f(z,y) = 2% — 3zy + 4% (a1,a2) = (—1,—4) eu =i+ 3j.
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Exercicio 10.4. Seja f uma fungdo de duas varidveis reais a valores reais. Descreva qual
o procedimento que vocé usaria para encontrar a direcdo em que a funcdo f tem a maior

taxa de variagdo.

Exercicio 10.5. Para cada uma das funcées descritas no exercicio (1), determine a taxa

de varia¢do mdxima de f no ponto dado e a direcdo que isso ocorre.

Exercicio 10.6. Suponha que T(x,y) = 40 — x? — 2y? represente uma distribuicdo de
temperatura no plano xy. Admita que x e y sejam dados em km e a temperatura em °C.
Um individuo encontra-se na posicdo (3,2) e pretende dd um passeio.

a) Descreva o lugar geométrico dos pontos que ele deverd percorrer se for seu desejo
desfrutar sempre da mesma temperatura do ponto (3,2).

b) De quanto a temperatura se elevard, aproximadamente, caso desloque-se e 0,01 km na

direcdo de maior crescimento da temperatura?

Exercicio 10.7. A temperatura em um ponto (x,y) é dada por
T(z,y) = 5(a” + 3y%),

em que T é dado é medido em graus Célsius e (x,y) em metros. Suponha que vocé
esteja no ponto P(1,1) e deseja transportar uma determinada mercadoria que deve ser
mantida a 20 graus Célsius. A cada um grau de varia¢do na temperatura, o custo total de
produgdo do produto aumenta em R$ 0,05 reais. Para chegar ao seu destino, na dire¢do
do vetor b = (0,2), vocé deve percorrer 50 km. Por outro lado, se vocé utiliza a dire¢cdo
do vetor gradiente deve-se percorrer apenas 30 km. Nessas condigoes, responda:

a) Em qual das rotas a mercadoria terd o menor variacdo no custo de produgdo?

b) Qual o valor da variacdo do custo em cada rota?
Exercicio 10.8. Seja

I3

oy = | T @7 0.0,
0 , se(x,y) = (0,0).

a) Demonstre que D, f(0,0) = V £(0,0)- u, u = (1/v/2,1//2).
b) Explique o resultado acima.

Exercicio 10.9. Se f(x,y) = x* + 4y?, determine o vetor gradiente V f(2,1) e use para
determinar a reta tangente a curva de nivel da funcdo f(x,y) = 8 no ponto (2,1). Esboce

as curvas de nivel, reta tangente e vetor gradiente.
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Capitulo 11

Otimizacao de Funcoes de Varias

Variaveis

Um problema de otimizagdo é aquele em que se procura determinar os valores extremos
de uma fungdo, isto €, o maior ou o menor valor que uma funcdo pode assumir em um
dado conjunto. Problemas de otimizacdo sao comuns em diversas dreas do conhecimento
e surgem, por exemplo, ao determinar o nivel de producdo mais econdmico de uma
fabrica; o ponto da orbita de um cometa mais proximo da Terra; a velocidade minima
necessdria para que um foguete escape da atracdo gravitacional da Terra, etc. Neste

capitulo, estuda-se otimizacao de funcdes de duas ou mais varidveis reais a valores reais.

11.1 Extremos Locais

Definicdo 11.1 (Ponto de minimo local). Seja A C R? um conjunto aberto, f : A C
R? — R uma fungdo de duas varidveis reais a valores reais. O ponto (ay,as) € A é um

ponto de minimo local de f, se existe um niimero real 6 > 0, tal que, se

[(2,y) — (a1, a2)|| <6,

entdo (v,y) € Ae

flai,as) < f(z,y).

Em outras palavras, a Definicao 11.1 conta-nos que deve existir uma vizinhanga em
torno do ponto (ai,as), em que a fungdo esta definida e, nesta vizinhanga, o valor da

funcdo em (ay, az) € o menor que ela atinge. Analogamente, defini-se ponto de maximo
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local.

Definicao 11.2 (Ponto de maximo local). O ponto (ay,as) € A é um ponto de mdximo

local de f se existe um niimero real ) > 0, tal que, se

I, y) = (a1, a2) || <9,

entdo (v,y) € Ae

flai,a2) > f(z,y).

Definicao 11.3 (Extremo local e Valor extremo). Em ambos os casos descritos nas Defini¢oes
11.1 e 11.2, 0 ponto (a1, as) é chamado de extremo local ou relativo de f e a quantidade

f(a1,az) é chamada de valor extremo de f.

Exemplo 11.1. Se f(x,y) = 22 + 3?2, entdo (0,0) é um ponto de minimo local de f. De
fato, dada a bola B((0,0),2), tem-se

0=/(0,0) < f(z,y) = 2" +y’

para qualquer que seja (x,y) € B((0,0),2) e o valor minimo de f é 0, que € atingido na

origem. Na Figura 11.1, é mostrado o grdfico da funcdo f(x,y) e seu ponto de minimo.

Figura 11.1: Grafico da fungdo f(x,y) = 22 + 3°.

As Defini¢des 11.1 e 11.2 estendem-se de maneira natural para fungdes de n varidveis.

Definicao 11.4 (Extremos para funcdo de n varidveis). Seja agora A C R™ um conjunto
aberto, f : A C R" — R uma funcdo de n varidveis reais a valores reais. O ponto
a = (ay,...,a,) € A éum ponto de minimo local de f, se existe um niimero real 6 > 0,
tal que, se

|z = all <4,
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entdo x = (1, ...,x,) € Ae
fla) < f(2).

Por outro lado, o ponto a = (ay, ...,a,) € A é um ponto de mdximo local de f, se existe

um nimero real § > 0, tal que, se
|z — all <9,

entdo v = (r1,...,x,) € Ae
fla) = f(x).

Uma questdo importante é que qualquer problema que envolva a minimizacao de
uma funcdo de n varidveis, pode ser considerado como um problema de maximizacao.
Minimizar a fung¢@o f(z) é o mesmo que maximizar (— f)(z), definida como — f(z) para

qualquer = que esteja no dominio da funcio f.
Proposi¢io 11.1. Seja f : A C R?> — R uma fungdo diferencidvel, definida no aberto

A, e (ay, as) um extremo local de f. Entdo,

V f(ai,as2) = (0,0).

Demonstracdo. Suponha que (aq,as) seja um ponto de maximo da func¢do f. Para todo
v = (vy,v9) € R?, a fungdo real h(t) := f((a,as) + t(vy,v;)) admite um ponto de

maximo em ¢ = (. Assim, pela regra da cadeia tem-se:

/

0=nh <O> = <Vf(a1, a2>,1)>

para todo v. Portanto, V f (a1, as) = (0,0).
A proposicdo 11.1 pode ser estendida para uma funcao de n varidveis. Por outro lado,

ela continua vélida com a hipétese de que (a1, as) seja um ponto de minimo local.

Definicao 11.5 (Pontos critico e de sela). Um ponto (a1, as), tal que V f(ay,as) = (0,0)
é denominado ponto critico de [ ou ponto estaciondrio de [ e f(ay,as) é denominado
valor critico de f. Um ponto critico que ndo é um extremo local é chamado de ponto de

sela.

Exemplo 11.2. Os pontos criticos da funcéo f(x,y) = z* + y? sdo dados por

Vf(z,y) = (2z,2y) = (0,0).
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Como o sistema sé admite a solugdo trivial, segue que (0,0) é o tinico ponto critico de f.

Exemplo 11.3. Os pontos criticos da fungdo f(x,y) = 6x — 4y — x> — 2y? sdo os pares

{ 6—22=0, (11.1)

(x,y), tais que

—4 —4y = 0.

Resolvendo o Sistema 11.1, encontra-se v = 3 e y = —1. Assim, o ponto (3,—1) é o

tinico ponto critico de f.

Exemplo 11.4. Os pontos criticos da fungéo f(x,y) = 2x* + y*> — x? — 2y sdo os pares

823 — 22 =0
roer=a (11.2)
2 —2 = 0.

(x,y), tais que

Da primeira equagdo do Sistema 11.2, obtém-se x = —%
1

equagdo, conclui-se que y = 1. Logo, os pares (—5,1), (0,1) e (%, 1) sdo os pontos

,x:Oe:c:%. Da segunda

criticos da funcdo f.

Definicao 11.6 (Matriz Hessiana). Seja f : A — R de classe C? no aberto A C R% A

matriz
ey Ty
ar2 Y Oxdy oY
o*f o*f

denomina-se matriz Hessiana da fungdo f no ponto (x,y). O determinante da matriz
Hessiana de [ no ponto (x,y) é denominado Hessiano e serd denotado por H(x,y).

Para esse caso, o Hessiano de f no ponto (z,y) é dado por

o2 o2 o2 2
Hia) = G G ) — |5 0w

Exemplo 11.5. A matriz Hessiana da funcéo f(x,y) = 2° + 2y? em um ponto (z,y) é

6x 0,
4y 0.

Definicao 11.7 (Matriz Hessiana para uma funcio de n varidveis). De um modo geral,
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seja a fungdo f : A — R de classe C? no aberto A C R™. A matriz

_82f< ) s i (x)
0x? o 0x105 S 0x10x,, o
it z) —azf(f) o (z)
019071 o3 T Ox901,
o it (x) —an( )
0x,011 o 02,074 T oz o

denomina-se matriz Hessiana da fung¢do f no ponto x. O determinante da matriz Hessiana
de f no ponto x é denominado Hessiano e serd denotado por H(x). A matriz Hessiana

pode ser escrita de uma forma mais compacta,

) = (5 (@)

O Hessiano ¢ utilizado para determinar a natureza dos pontos criticos da funcdo f.

Proposicao 11.2 (Teste do Hessiano). Sejam a fungdo f : A — R de classe C? no

aberto A C R? e (ay, ay) um ponto interior de A e também ponto critico de f. Entdo,

2
(i) Se w(al, az) > 0e H(ay,as) > 0, entdo o ponto (ay, as) é um ponto de minimo

local de f;

o2
(ii) Se —J;(al, az) < 0e H(ay,as) > 0, entdo o ponto (ay,as) é um ponto de mdximo
T

local de f;
(iii) Se H(ay,a2) < 0, entdo o ponto (a1, as) serd um ponto de sela;
(iv) Se H(ay,as) = 0, nada se pode afirmar.

Demonstragdo. A demonstracdo dessa proposicao serd omitida. O leitor interessado

podera consultd-la em Apostol (1981).

Exemplo 11.6. Para a funcdo f(z,y) = 22* + y*> — xy — Ty, tem-se que

Vfi(x,y)=(4x —y,2y —x—T).

Para obter os pontos criticos de f, basta fazer V f(x,y) = (0,0), ou seja,

Ax—y =0
TTY=ES (11.3)
2y —x —7=0.
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A tnica solucdo do sistema 11.3 € o ponto (1,4). Para se conhecer a natureza desse
ponto critico, utiliza-se o teste do Hessiano (Proposi¢cdo 11.2). As derivadas parciais de

segunda ordem de [, calculadas no ponto (x,y), sdo
o0 f
Ox?
0 f
Oyox

(z,y) =4,

(l’,y) =-—1

O*f
8—y2($ y) = 2.
O Hessiano no ponto (x,y) é H(x,y) = 7. Com isso, tem-se que
O f
—=(1,4)=4>0
2 (1 4)
e H(1,4) = 7 > 0. Logo, pelo teste do Hessiano, o ponto critico (1,4) é um ponto de

minimo local de f. Na Figura 11.2, ¢ ilustrado o ponto critico da funcdo f.

1 10

Figura 11.2: Grifico da fungio f(x,y) = 22% +? — 2y — Ty.

Exemplo 11.7. Para a funcdo

4 2 3
f(x7y):—%+%+4ﬂcy—y2

tem-se que
Vf(z,y) = (-2 + 22° + 4y, 4z — 2y) .

Para obter os pontos criticos de f, basta fazer V f(x,y) = (0,0), ou seja,

(11.4)

—x® + 222 + 4y = 0,
dor — 2y = 0.
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Resolvendo a segunda equagdo do Sistema 11.4, obtém-se y = 2x. Substituindo esse

valor na primeira equagdo, segue que
—2® + 20 +8r = —x(2* — 22 — 8) = —x(x — 4)(x +2) = 0.

Logo, x =0, x = 4 e x = —2. Com isso, os pontos criticos da fungdo f sdo (0,0), (4,8)
e (—2,—4). As derivadas parciais de segunda ordem da funcdo f, calculadas no ponto

(x,y), sdo dadas por
82
a—zf};(l‘, y) = —31'2 + 41‘7

0 f
0xdy

(JZ,y) =4

0% f
8—y2($7y) =-2

O Hessiano de f, no ponto (x,y), é dado por
H(z,y) = 62 — 8z — 16.

Na Tabela 11.2, é apresentada a natureza de cada ponto critico encontrada anteriormente
a partir do teste do Hessiano.

Tabela 11.1: Natureza do ponto critico utilizando o teste Hessiano.

Ponto Critico (z, y) %(m, y) H(z,y) Classifica¢do
(0,0) 0 16 ponto de sela
(4,8) -32 48 ponto de méaximo local
(—2,—4) -20 24 ponto de maximo local

A funcdo f(x,y) = —% + % + 4xy — y? é ilustrada na Figura 11.3.
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Figura 11.3: Griéfico da fungdo f(z,y) = —%4 +

Exemplo 11.8. Considere a a funcdo

(22+y?)

flr,y) = —wye =,

a qual é ilustrada na Figura 11.4.

Note que
_ @ ?)
Viy)=e = (yla® -1, 2ly* - 1]).

Para obter os pontos criticos de f, basta fazer V f(z,y) = (0,0), ou seja,

_?) 9
e 2 y(x*—1)=0,

0242 (11.5)
e )x(yQ—l):()

166



Notas de aula - Prof. Silvio

(z2+4%)

Como e~z  # 0, obtém-se um sistema equivalente ao descrito pela Eq. 11.5, o qual é
2-1)=0

y(z?—1)=0, (11.6)
z(y?—1)=0.

As solugoes simultdneas para o sistema, dado pelas Egs. 11.6, sdo

rz=0,y=0;
r=1y==£l,
r=—1y==1

Logo, os pontos criticos de f sdo (0,0), (1,1), (1,—1), (—=1,1) e (—1, —1). As derivadas

parciais de segunda ordem da fungdo f, calculadas no ponto (x,y), sdo dadas por

%(x,y)zxy(?)—x?)e“?%?
%(%y):w(s-y?)e—“?%,
%(fv,y)—xy(?)—y?)e—“z?’z’,
o f ) e
gpor HY) =@ =D —yer =

e o Hessiano de f no ponto (z,y) é

(@2+4?)

Hay) =2 B-a*)B-yl)e 2 — (@ - 1)1 —yPe @,

Na Tabela 11.2, é apresentada a natureza de cada ponto critico encontrado anteriormente

a partir do teste do Hessiano.
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Tabela 11.2: Natureza dos pontos criticos dada pelo teste Hessiano.

Ponto Critico (z, y) 227’;(3:, y) H(z,y) Classificacdo
(0,0) 0 -1 Ponto de Sela
(1,1) 2e1 4e~?  Ponto de Minimo
(1,-1) —2¢7! 4¢~2  Ponto de Méximo
(—1,1) —2e7! 4e=?  Ponto de Maximo
(—1,-1) 2e~1 4e~?  Ponto de Minimo

Exemplo 11.9. Pretende-se construir uma caixa em forma de paralelepipedo retdngulo
(ver Figura 11.5), com volume de 4m? e utilizando a menor quantidade possivel de

material.

Figura 11.5: Caixa em forma de paralelepipedo retangulo.

Para isso, sejam x e y as medidas das arestas da base do paralelepipedo, dadas em
metros, e z a medida de sua altura, também dada em metros. A drea da superficie dessa

caixa é dada por

Alz,y,2) = xy + 2x2 + 2yz.

O objetivo aqui é minimizar a drea levando em conta que xyz = 4, com x,y,z > Q.
Substituindo z = 4/xy na fungdo A,

8 8
Alx,y) =zy+ -+ —.
Yy

Os pontos criticos de A sdo dados por

8 8

ou seja, x =y = 2. Por outro lado,

H(x,y) =
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e
0?A 8
W(% y) =8-— o
Em particular,
H(2,2)=3>0
e
A

Assim, o ponto (2, 2) é um ponto de minimo da fungdo A. Portanto, as dimensdes da caixa
de volume 4m?®, construida com a menor quantidade possivel de material, sdo v = 2,

y=2ez=1

11.2 Extremos Absolutos

Definicao 11.8 (Minimo e méaximo absoluto de uma fun¢ao de duas varidveis). Seja f :
A C R* — R uma fungdo e (a1,as) € A. O ponto (a1,ay) é um ponto de minimo
absoluto de f em A se

f(ala a2> < f(xay)a

para qualquer que seja (x,y) € A. Por outro lado, o ponto (a1, az) é um ponto de mdximo

absoluto de f em A, se

flai,a9) > f(z,y)

para qualquer que seja (x,y) € A. Em ambos os casos, o ponto (ay,as) é um extremo

absoluto ou global de f e a quantidade f(ay, as) é chamada de valor extremo de f.

Exemplo 11.10. Se f(x,y) = 2% + y?, entdo (0,0) é um ponto de minimo absoluto de f.
De fato, para qualquer que seja (z,y) € R?, tem-se

0=/(0,0) < f(z,y) = 2> +¢*,

e o valor minimo de f ¢ 0, que ¢é atingido na origem, como pode ser notado na Figura

11.6, a qual ilustra o grdfico da fungdo f(x,y) = 2> + y>.
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SRER

+1~1—v—f—r—+4r—r
[ N

Figura 11.6: Grafico da fung¢do z = z? + 3.

Exemplo 11.11. Se f(z,y) = e~ 9", entdo (0,0) é um ponto de mdximo absoluto de

f, pois, para qualquer que seja (35, y) € R?, tem-se
F(0,0)=1=¢ > e @) = f(z,y),

e o valor mdximo de f é 1, que é atingido na origem, como ilustrado na Figura 11.7, a

qual mostra o grdfico da fungdo f(z,y) = e~ (@),

".'-’:"!r't':“s:\
! LYY
TN
TN
i ",‘&'i*\

iy

Figura 11.7: Gréfico da funcio f(z,y) = e~ @ +v").,

Definicao 11.9 (Minimo e maximo absoluto de uma fungao de n variaveis). Seja f : A C
R™ — R uma fun¢do e a = (ay, ...,a,) € A. O ponto a = (ay, ..., a,) é um ponto de
minimo absoluto de f em A se

fla) < f(x),

para qualquer que seja x € A. O ponto a = (ay, ..., a,) é um ponto de mdximo absoluto

de f em A se
fla) > f(=),

para qualquer que seja x € A. Em ambos os casos, o ponto a = (ay, ..., a,) é um extremo

absoluto ou global de f e a quantidade f(ay, ..., a,) é chamada de valor extremo de f.
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Para fun¢des de uma tnica varidvel, é conhecido o Teorema de Weierstrass ou Teorema
do Valor Extremo, o qual diz que se f for uma fun¢éo continua no intervalo fechado [a, b],
entdo f terd um valor minimo absoluto e um valor maximo absoluto em [a, b]. Neste

momento, tem-se uma situacao andloga para fungdes de duas ou mais variaveis.

Teorema 11.1 (Teorema de Weierstrass). Se f(x,y) for uma fun¢do continua no conjunto
compacto A, entdo existirdo pontos (x1,1y1) e (xo,y2) em A tais que, para todo (x,y) em
A,

[y < flz,y) < f(22,92).

O Teorema de Weierstrass pode ser facilmente estendido para funcdes de n varidveis
reais a valores reais. Sua demonstracdo serd omitida, pois foge o escopo dos objetivos
desse texto. O leitor, interessado na demonstracdo podera consultar Apostol (1981). Tal
teorema garante que se f for uma fungio continua em A e A for um conjunto compacto,
entdo existirdo pontos (z1,y1) € (w2, y2) em A tais que, f(z1,y1) é o valor minimo e
f(z2,y2) é o valor maximo de f em A. Um exemplo interessante é considerar que a
temperatura varia continuamente de um ponto para outro na superficie da terra, considerada
compacta. Entdo, ha um ponto no globo terrestre no qual naquele instante, a temperatura
¢ maxima, e um ponto em que a temperatura ¢ minima.

Uma pergunta natural que surge nesse momento ¢ como determinar esses pontos.
Suponha que a fungdo f admita derivadas parciais em todos os pontos interiores ao
conjunto A. Entdo, entre os pontos interiores de A, os tinicos com possibilidades de
serem extremos sao 0s pontos criticos. O primeiro passo consiste, entao, em determinar os
pontos criticos da fun¢do f que estdo no interior de A. Em seguida, procura-se determinar
os valores extremos de f na fronteira de A. Compara-se, entdo, os valores que a funcio f
assume nos pontos criticos com os valores extremos de f na fronteira de A: o maior destes
valores serd o valor maximo de f em A e o menor desses valores serd o valor minimo de
fem A.

Exemplo 11.12. A fungdo f(x,y) = dxy — x> — y? — 6z, definida na regido triangular
T ={(x,y;0 <z <2,0 <y <3z}, écontinuaem T e T é um conjunto compacto.
Logo, pelo Teorema de Weierstrass (Teorema 11.1), a funcdo [ admite um mdximo e um
minimo absolutos em I'. Para encontrar esses extremos, primeiro, busca-se os pontos

criticos de f no interior de T. O gradiente de f é dado por

Vf(z,y) = (4y — 2z — 6,4z — 2y)
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e estd definido em todo R®. Os pontos criticos de f sdo os pontos (x,y) que anulam o

gradiente de f, ou seja,

(11.7)

4y —2x — 6 =0,
4 — 2y = 0.

A tinica solucdo do Sistema, descrito pela Egs. 11.7, ¢ v = 1, y = 2. O ponto critico
(1,2) é um ponto interior ao conjunto T. Procura-se agora os valores extremos de f na

fronteira da regido T'. Os valores de [ nesses segmentos de reta sdo dados pelas fungoes

fit) = —t* — 6t tel0,2],
fa(t) = —(t — 4)?, tel0,6],
fa(t) = 2t* — 6, telo,2].

As funcoes fy e fy ndo possuim pontos criticos em seus intervalos de definicdo. Por outro

lado, a fungdo fs tem um ponto critico em t = % Calcula-se agora essas fungées nas

extremidades dos intervalos de dominio e no ponto critico de f3. Assim,

A fungdo f, calculada no ponto critico (1, 2), resulta f(1,2) = —3. Logo, o valor mdximo
absoluto de f é 0 e é atingido no ponto (0,0), enquanto o valor minimo absoluto de f é

—16 e é atingido no ponto (2,0).

11.3 Multiplicadores de Lagrange

Em 1755, o matematico italiano Joseph Luis Lagrange desenvolveu um método para
resolver problemas de otimizagdo sujeitos a certas restricdes, no qual ficou conhecido
por Método dos Multiplicadores de Lagrange. Problemas de otimizacdo com restri¢des
estdo presentes em diversas dreas do conhecimento e desempenham um papel importante
na resolucdo de diversos problemas do mundo real. Por exemplo, um fazendeiro precisa
cercar um pasto retangular de 3200 metros quadrados na margem de um rio e nio €
necessdrio cercar o lado limitado pelo rio. Deseja-se obter as dimensdes do pasto para

que o comprimento total da cerca (a tela que fard a cerca € adquirida por metro linear)
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seja o menor possivel, ou seja, pretende-se economizar na quantidade de tela utilizada.
Em outras palavras, tem-se um problema de otimizacdo com uma restricdo. Estuda-se
primeiro o caso de se otimizar uma fungdo f(x,y), com uma restri¢éo do tipo g(z,y) = c.

Em linguagem matematica, escreve-se:
Otimizar f(x,y), sujeito a g(z,y) = c.

E importante enfatizar que a palavra otimizar significa maximizar ou minimizar. Voltando
ao caso do fazendeiro, sejam x € y, o comprimento e a largura do pasto, respectivamente.
O problema consiste em obter as dimensdes = e y do pasto que esteja cercado com a

menor quantidade possivel de tela, ou seja,
Minimizar f(x,y) = = + 2y, sujeito a zy = 3200.

Nesse problema, a funcdo a ser minimizada € o perimetro da cerca que corresponde a
quantidade x + 2y. A restricdo zy = 3200 corresponde a area do pasto que pertence ao
fazendeiro. A resposta para esse problema serd um par (z, y) que serd o valor minimo da
fungdo f(x,y), tal que zy = 3200. No préximo teorema (Teorema 11.2), serd apresentado
um método para obter extremos locais conhecido como método dos multiplicadores de

Lagrange.

Teorema 11.2 (Método dos multiplicadores de Lagrange). Sejam f,g : A C R? — R
fungées de classe C* em Ae S = {(x,y) € R?; g(z,y) = c}. Se a funcdo [ admite um

extremo local em (ay,as) € S e Vg(ay,az) # 0, entdo existe um nimero real \, tal que
Vf(al, ag) = )\Vg(al, CZQ).

O niimero real \ é denominado multiplicador de Lagrange.

Demonstracdo. Como, por hipétese, Vg(ai,as) # (0,0). Supde-se, sem perda de generalidade,

que

0
a_:fj(alv a?) 7£ 0.

Assim, o Teorema da Fung¢ao Implicita (Teorema 9.1) garante a existéncia de um intervalo

aberto [, tal que a; € I, e de uma funcgdo diferencidvel h : [ — R, em que

g(z, h(z)) = c
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h(al) = Q9.
Seja a funcdo F': I C R — R, definida por
F(z) = f(z, h(z)).

A fungdo F' é a composicao da curva a(x) = (x,h(x)), definida em I, com a fungéo f
que assume um valor extremo no ponto (a1, az), em S, definida por g(z,y) = ¢. Como f

e h sao funcdes diferencidveis, F' € uma funcao diferencidvel e

/

F'(a) = (V@ h(x)), (1,0 (@))

Além disso, F' assume um valor extremo local no ponto a,. Portanto,

Flla) = <Vf(a1,a2), (1,h’(a1))> — 0.

Mas, h(a;) = az e

Assim,

a—g(a17a2)>>
Vf(ar,a), | 1— 22221 = .
< ( )< PN

Multiplicando essa ultima igualdade por

0

a—;’ml,ag)#o,
segue

Va0, (Lo, a2), - Lar,az) ) ) =0
ai, az), ay ai, az), a ai, Gz —
Os vetores 5 p
<a_g(a1’a2)7_a (a17a2)>

e

Vf(ai,az) = (g—i(ahaz), g—g(ah@))

sdo ortogonais, uma vez que o produto interno deles € nulo. Como esses vetores estdo
contidos em R?, conclui-se que Vg(ay, as) e V f(ay, as) sdo colineares. Assim, existe um
nimero A € R, tal que V f(a1,a2) = AVg(ay, as).
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O Teorema 11.2 serd utilizado para resolver o problema do fazendeiro discutido anteriormente.

Para isso, sejam

fla,y) =2+ 2y,

g(x,y) = xy — 3200,
Vi(z,y) =(1,2),
Vy(z,y) = (y,2)-

Deve-se resolver o sistema

ou, equivalentemente,

Ay = (11.8)
Ax = 2 (11.9)
xy = 3200 (11.10)
Das Egs. 11.8 e 11.9, tem-se
2
=3
e
1
y - )\'

Substituindo x e y na Eq. 11.10, segue

21—3200:>)\—i1
AN 40

Como z e y sdo ndmeros reais positivos, segue que A = 1/40 e, com isso, obtém-se
x = 80 e y = 40. Portanto, o fazendeiro deve utilizar 80 metros de tela no comprimento

e 40 metros na largura.

Exemplo 11.13. Seja o ramo de hipérbole xy = 1, x > 0. Para obter o ponto dessa
curva mais proximo da origem, utiliza-se o método dos multiplicadores de Lagrange. O

problema de otimizagdo, a se resolver, consiste em

Minimizar d(x,y) = \/ 2% + y? sujeito a xy = 1.

Minimizar uma fungdo distdancia, equivale a minimizar o quadrado da distancia, ou seja,

f(z,y) = 2% + y>. Essa observagdo ajuda muito na hora de efetuar os cdlculos, uma vez
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que a funcdo ndo terd nenhum radical. Deve-se, portanto, resolver o sistema

{ (22, 2y) = Ay, z),

zy—1=0,2 >0,

ou equivalentemente,

2 = Ay, (11.11)
2y = Az, (11.12)
zy=1,2>0. (11.13)

Isolando y na Eq. 11.12 e substituindo seu valor na Eq. 11.11, segue que
Az 9
20 = A o5 = dr =1 <= \==£2.

Como x > 0, o problema admite um tvinico multiplicador de Lagrange A\ = 2. Assim,
a tinica solu¢do correspondente a A = 2 é (x,y) = (1,1). Tal ponto representa um
candidato a extremo da funcdo f sujeito a condicdo dada. Uma pergunta natural nesse
momento € se esse ponto é de fato um ponto de minimo de f. Por defini¢do, o ponto (1, 1)

€ um ponto de minimo de [ sobre o ramo de hipérbole xy = 1, © > 0 se

fL1) < flz,y)

ou

flz,y) = f(1,1) 2 0.

Entdo,

et =202 4+1  (2?—1)°

5 >0

2 — Y

1
f(‘ruy>_f<171>:$2+y2—223}2—|—§—2:

T T

isto é, f(z,y) < f(1,1) para todo (z,y) sobre o ramo de hipérbole xy = 1, x > 0.

Quando lida-se com problemas de otimizag¢do com restricdes, ndo ha critérios simples
para distinguir os pontos de maximo dos de minimo. Cada ponto obtido pelo método dos
multiplicadores de Lagrange deve ser examinado separadamente, utilizando os dados do

problema e/ou, argumentos geométricos.

Exemplo 11.14. Para obter os extremos da fungdo f(x,y) = xy sobre a circunferéncia

22 + y? = 1, utiliza-se o método dos multiplicadores de Lagrange. Para isso, deve-se
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resolver o seguinte sistema

{ (y,2) = M2z, 2y),

ou, equivalentemente

=2\z (11.14)
T =2\y (11.15)
4yt =1 (11.16)

Utilizando as Eqs. 11.14 e 11.15, obtém-se y(1 — 4\?) = 0. Se y = 0 e levando em conta
a Eq. 11.16, tem-se que x = £1. Por outro lado, \ = j:%. Se \ = %, segue que y = T e
da Eq. 11.16, obtém-se x = y = :I:\/Li. Caso \ = —% segue que x =y = —\%. Com isso,
o método empregado apontou os seguintes pontos como canditados a extremos de f sobre

a circunferéncia: Portanto, o valor mdximo de f restrita a circunferéncia x> +y* =1 é

Tabela 11.3: Pontos criticos obtidos pelo método de Lagrange.
Ponto Critico (z,y) f(z,y)

A=(0,-1) 0
B=(0,1) 0
= (&%) ;
D-(-%—)

1/2. Esse valor é atingido nos pontos C' e D e o valor minimo é —1/2 que é atingido nos

pontos E e F.

O Teorema 11.2 pode ser facilmente estendido para funcdes de n varidveis, como
descrito abaixo.

Teorema 11.3 (Método dos multiplicadores de Lagrange para uma fun¢do de n varidveis).
Sejam f,g: A C R" — R funcdes de classe C' em Ae S = {x € A;g(x) = c}. Sea
funcdo f admite um extremo local em a € S e Vg(a) # 0, entdo existe um niimero real \

tal que
Vf(a) = AVy(a).

No Exemplo 11.15, € ilustrado o uso do Método dos Multiplicadores de Lagrange para

uma fun¢do de trés variaveis.
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Exemplo 11.15. Para obter o ponto do elipsoide x> + 2y? + 32% = 1, cuja soma das
coordenadas seja mdxima, utiliza-se o método dos multiplicadores de Lagrange, na qual
deve-se maximizar a fungdo f(x,y,z) = x +y + z com a restricdo x* + 2y* + 32> = 1.

Em outras palavras, deve-se resolver o seguinte sistema

(1,1,1) = A2z, 4y, 62), (11.17)
1 =224 2% + 322 (11.18)

Como )\ deve ser ndo nulo, da Eq. 11.17 segue que

1

r=—
2)\’

1
Yy = 4)\7

1
z=—.

6A

Substituindo na Eq. 11.18,
1 2 3

_1
o2 T1ene Taee T

/11
A=34/—.
24

Com isso, os canditados a extremos sdo os pontos
. 1 /111 /11 1 /11
“\2VagVoreV
B 1 /11 1 /11 1 /11
{72V 4V eV o)

Como a funcdo f(x,y, z) = v+y+z é continua no conjunto compacto x> +2y*+32% = 1

ou seja,

e f(A) > f(B), segue que o ponto procurado é
(1w m
S\2V2474V 246V 24 )"

Exemplo 11.16. Para obter os extremos da fungdo f(x,y,z) = x*> — y + z no conjunto

A={(z,y,2) € R®x? + y* + 22 — 42 < 0}, é preciso buscd-los no interior de A e na
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sua fronteira de A. Como a fungdo f é continua no conjunto A, que é uma bola fechada,
limitada pela esfera de centro no ponto (0,0,2) e raio 2; o Teorema de Weierstrass
(Teorema 11.1) garante que f admite mdximo e minimo absolutos em A. Inicia-se a busca
dos pontos criticos de f no interior do conjunto A. Para isso, calcula-se o gradiente de
f, ou seja,

Vf(zr,y,z)=(2x,1,1).

Como V f(z,y, z) nunca se anula, segue que a fungdo [ ndo admite candidatos a extremos
no interior do conjunto A. Para se determinar os pontos criticos de [ na fronteira de
A, utiliza-se o método dos multiplicadores de Lagrange. Em outras palavras, deve-se

2

buscar os extremos da funcdo f(x,y,z) = x* —y — z no conjunto determinado por

g(z,y,2) = 2% + y? + 22 — 42 = 0. Logo, deve-se resolver o seguinte sistema

(2x,—1,—1) = \(2z,2y 2z — 4),
24y 4+ 22— 42 =0,

que é equivalentemente a resolver as equagoes

2 = 2\x (11.19)
—1=2\y (11.20)
—1=2\z-2) (11.21)

0=a’4y*+ 22— 4z (11.22)

Se A\ =1, a Eq. 11.19 é verificada para todos os valores de x. Das Egs. 11.20 e 11.21,
segue que y = —1/2 e z = 3/2. Substituindo esses valores na Eq. 11.22, obtém-se
x = ++/14/2. Assim, surge dois candidatos a extremos:

A—(—\/ﬁ ! 3)

'272
13
B = 14, —, = ).
(Vid.-5.3)
Na Eq. 11.19, caso x = 0, ela serd atendida para todos os valores de \. Além disso, das

Egs. 11.20 e 11.21, segue que
20y = 2\(z — 2),

que, se X # 0, geray = z — 2. Substituindo x = 0 ey = z — 2 na Eq. 11.22, obtém-se
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y = ++/2. Assim, surge mais dois candidatos a extremos de f:

C=(0,v2,2+2)

D = (0,-v2,2 —/2).

Para determinar a natureza de cada candidato a extremo, avaliacdo o seu valor na fungdo

f e, em seguida, compara-se o maior e o menor valor obtido, ou seja,

fA) =2,
fB) =2,
f(C) = —2-2V2,
f(D)=—2+2V2.

(11.23)

Portanto, o valor mdximo de f restrita ao conjunto A é g Esse valor é atingido nos

pontos A e B. Logo, o valor minimo é —2 — 2v/2, o qual é atingido no ponto C.

Até agora, utilizou-se a técnica dos multiplicadores de Lagrange para abordar situacoes
em que era preciso otimizar uma funcdo f com uma dada restricdo ¢ = c. E possivel

submeter o dominio de f a mais do que uma restri¢do, como descrito no Teorema abaixo.

Teorema 11.4 (Método dos multiplicadores de Lagrange com duas restri¢cdes). Seja f :
A C R®* — R uma funcdo de classe C* em Ae S = {(z,y,2) € A;qi(x,y,2) =
c1,92(x,y, 2) = co} um conjunto ndo vazio, em que g, h : A C R* — R sdo fungées de
classe C* em A. Se a fungdo f admite um extremo local em (ay,as,a3) € S e os vetores
Vo (z,y,2) e Vga(x,y, 2) sdo linearmente independentes em S, entdo existem niimeros

reais A\ e \o, tais que

Vf(ar,az,a3) = \MVgi(ar,as, as) + AaVga(as, ag, as).

Em geral, o conjunto de restricdes define uma curva, obtida pela interse¢ao da superficie
definida por g, (z,y, z) = ¢ com a superficie definida por go(z,y, 2) = co. Nesse caso,

procura-se os pontos extremos locais de f ao longo de tal curva.
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O Teorema 11.4 fornece uma condi¢io necessdria para que o ponto (aq, as, as) seja
um ponto extremo local de f em S. Essa condi¢cdo é que o vetor gradiente de f, neste
ponto, pertenga ao plano gerado pelos vetores gradientes de ¢; e de go. Se Vg1 (z,y,2) e
Vga(x,y, z) sdo linearmente independentes, entdo Vg, (x,y, z) A Vga(x,y, z) é um vetor

ndo nulo e tangente a curva .S.

Agora, no ponto (ay, as, as), extremo de f em S, a superficie de nivel de f é tangente a
tal curva interse¢do. Como V f(ay, as, az) € ortogonal a tal superficie, deve ser ortogonal a
Vi (x,y, 2)AVga(z,y, 2) e, portanto, pertence ao plano gerado pelos vetores Vg (z, y, 2)
e Vgo(z,y, z). Em outras palavras, existem nimeros reais \; e Ao, tais que V f (a1, ag, a3) =

MVagi(ay,as, a3) + AaVga(ay, as, az).

Exemplo 11.17. Seja S o conjunto definido pelo sistema

Y=

Deseja-se obter os pontos de S mais proximos do ponto (0,0,1). O conjunto S resulta
da intersecdo da esfera de raio \/2 e centro na origem com o plano vertical y = z e,
portanto, é uma circunferéncia. Logo, deve-se minimizar a funcdo f(x,y,z) = 2% +
y* + (2 — 1), restrita ao conjunto S. Como S é um conjunto compacto em R? e, sendo
f € C1, terd minimo absoluto nesse conjunto. Assim, sejam g,(x,y,2) = 2> +y> + 2% e

g2(,y, 2) = y — x. Entdo,

Vf(l’,y,Z) = )\1Vg1($,y, Z) + )‘QVQQ(ZEai%Z)a

gz, y, 2) = 1,
92(2,y, 2) = ca,
ou seja,
(20 =2\ 7 — o
2y =2y + A
2(z—1)=2\z
4y +22=2
\ y =
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que é equivalentemente a

22(1 — A1) = — )Xo, (11.24)
2y(1 — A1) = Ag, (11.25)
2(1—X\) =1, (11.26)
224 yP 422 =2, (11.27)
y =z (11.28)

Tendo em vista que y = x, das Eqs. 11.24 e 11.25, conclui-se que Ay = 0. Da Eq. 11.24,
segue que
z(l—=X\)=0<=2=0

A =1

Se \y = 1, entdo da Eq. 11.26, obtém-se 0 = 1. Assimy = v e da Eq. 11.27 tira-se que
2 = ++/2. Portanto, os pontos a considerar sio (0,0, —/2) e (0,0, /2). Claramente, o
ponto mais proximo de (0,0, 1) é o ponto (0,0,/2).

Exemplo 11.18. Seja S o conjunto definido pelo sistema

2y 4z =4,
r+y—z=0.

Deseja-se obter os extremos da fungdo f(x,y,z) = 2x+2y—zem S. O conjunto S é um
conjunto compacto em R3, pois trata-se da intersecdo de um paraboloide de revolugdo
com um plano. Por outro lado, a fungdo f é continua em todo R3, e, em particular, é
continua em S, 0 que assegura a existéncia de tais extremos. Os pontos procurados sdo

solucoes do sistema de equagoes

vf($7yv Z) = )\lv.gl(x7yv Z) + >\2v92(xayaz)7
gl(x7y7 Z) = (i,
92(5571% Z) = Ca,
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em que g1(z,y,2) = 2° +y* + 2z e go(x,y, 2) = v + y — 2. Entdo,

2 =2Mz + Xy (11.29)
2=2M\Ny+ X\ (11.30)
—1=X -\ (11.31)
4=z +9y*+ 2 (11.32)
O=z+y—2 (11.33)

Da Eq. 11.31, segue que Ay = \1 + 1, que substituida nas Eqs. 11.29 e 11.30 gera

M(2y 4+ 1) = 0.

Se \y # 0, segue que x =y, que substituido nas Eqs. 11.32 e 11.34, resulta

202 4 2 = 4, (11.34)
20—z =0. (11.35)

Somando as Egs. 11.34 com 11.35, obtém-se x> + x — 2 = 0, cujas raizes sdo v = 1 e
xr = —2. Comox =y ez =2z os pontos (1,1,2) e (—2,—2, —4) sdo as solugcdes do

sistema inicial com \; # 0.

No Teorema 11.5, é apresenta uma generalizacdo do método dos multiplicadores de

Lagrange. O leitor interessado na demonstracao podera consultar Apostol (1981).

Teorema 11.5. Seja f : A C R® — R uma funcéo de classe C' em Ae S = {x €
A; gi(z) = ¢;,i = 1,...,m,m < n} um conjunto ndo vazio, em que g; - A C R" — R
sdo fungoes de classe C* em A, Vi = 1, ..., m. Se a fungdo f admite um extremo local em
a=(ay,..,a,) € S e osvetores Vg,(x), ..., Vgn(x) sdo linearmente independentes em

S; entdo, existem niimeros reais \1, ..., A, tais que

Vi(a) =MVag(a)+ ...+ A Van(a).

Observacao 11.1. O Teorema 11.5 garante que o ponto critico satisfaz a um sistema com
n 4+ m equagoes,
Vf(z)=MVag(x)+ ...+ A\ Van(z),
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mais m equacoes de restrigoes,
gi(x) = ¢;.
Assim, tem-se um sistema em n + 2m incognitas.
Uma forma alternativa de abordar os multiplicadores de Lagrange € descrito a seguir.

Definicao 11.10 (Funcdo lagrangeana). A funcdo
L:UXxR"™ —R,

definida por
L(z,A) = fz) — (A g(2)),

L L
3xi(x’)\) =0,i1=1,...n+me g—/\](x, A) =07 =1,..,mé chamada de

fungdo lagrangeana ou lagrangeano.

em que
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