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Anuidades (rendas)

> Sucessdo de pagamentos equidistantes (termos), efetuados por uma dada
entidade a outrem.

» IMEDIATAS
Os termos sao exigiveis a partir do primeiro periodo.

» DIFERIDAS

Os termos sao exigiveis ap6s um diferimento

» ANTECIPADA ( Quando os termos ocorrem no inicio de cada periodo)

1—v"

1—v

VP=a,—l|= ,n21

» POSTECIPADA ( Quando os termos ocorrem ao final de cada periodo

VP = q- = 1-v7 > 1
—Cln|—17 1 — yn =2




» Fluxo Antecipado 0 1 2 n—1 n
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Anuidades (rendas)

Gy =1+v+v2+v° 4+ + 0"

A =V + V2 +v° + -+ v



Anuidades vitalicias imediatas

» Estamos trabalhando com o valor presente de uma série de
pagamentos.

» De fato, as anuidades apresentadas sao anuidades certas. Uma
série de pagamentos sendo realizados ao longo do tempo.

» E preciso o reconhecimento da ‘“natureza” aleatéoria do ntimero
de termos.



Anuidades vitalicias imediatas

» No processo de compra de um produto atuarial ou de
concessao de beneficio, existe risco.

» A seguradora ndo sabe ao certo quanto ird gastar com previdéncia
uma vez que uma pessoa se aposentou e entrou em gozo de beneficio.

» Reconhecer a anuidade como um produto atuarial é
reconhecer que:

» A seguradora (ou fundo de pensido) néao sabera ao certo quando x iré
falecer.



Anuidades (Rendas)

» Anuidade é um produto atuarial ligado a previdéncia.

» Plano de previdéncia: A ideia é formar uma reserva financeira para
lidar com situagoes futuras (previdéncia privada-complementar).

» Anuidade (renda sobre a vida)

» Aposentadoria: pagamentos até o momento da morte.

» Cobertura: por periodo determinado.

» Sao interrompidos em caso de morte...



Anuidades imediatas

> Pagamentos Antecipados (Os pagamentos comegam no primeiro periodo).

l|9 b b b | Pagamentos
| |
b A
bv -
b2 Valor presente necessario a cada pagamento
bv3 | o P 1 \¢!
07 T\ +i

> Pagamentos Postecipados (Os pagamentos comegam no final de cada periodo).

b b b b Pagamentos

2 | .
bv Valor presente necessario a cada pagamento




Anuidades vitalicias imediatas

Seja T, a variavel aleatoria discreta associada ao maior
inteiro contido na sobrevida de x logo:

» Antecipada (beneficio unitario)

1 — UTx+1

» Postecipada (beneficio unitario)

1 — plx




Anuidades vitalicias imediatas

» O valor atuarial de anuidade imediata vitalicia e com pagamento

ANTECIPADO para uma pessoa de idade x corresponde a:

E(de+1|) N dx

» O valor atuarial de anuidade imediata vitalicia e com pagamento
POSTECIPADO para uma pessoa de idade x corresponde a:

E(aTxI) = a,




Anuidades vitalicias imediatas

Anuidade vitalicia antecipada

Ww—Xx
B(drgm) = ). e P(Tx = 0
t=0
w—x
Ay = Z dt+—1| t Pxqx+t
t=0

Anuidade vitalicia postecipada

E(arg) = z ag P(T, = t)
t=1

w—X

Ay = Z At| t PxQx+t

t=1



EXEMPLO 1: Considere uma pessoa de 40 anos que queira comprar uma
anuidade que paga 1 u.m. em fluxo de caixa antecipado.

Considerando a tdbua de mortalidade AT-2000 masculina e uma taxa
de juros de 5% ao ano, calcule o prémio puro unico a ser pago pelo
segurado para comprar essa anuidade com pagamento imediato.

w—X

dgo = E(dm) = Z ar31] tP40940+t = A1) 0Pa0q40 T 43 P40qa1 + A3) 2P40942 +
t=0
) 1— vl 1 — v? 1— 13
Qa0 = 7T 0P40q40 T = p40¢l41 1, 2Pa0daz +

a40 17 67



EXEMPLO 2: Seja uma pessoa de 40 anos que queira comprar uma
anuidade que paga 1 um. em fluxo de caixa postecipado.

Considerando a tdbua de mortalidade AT-2000 masculina e uma taxa
de juros de 5% ao ano, calcule o prémio puro unico a ser pago pelo
segurado para comprar essa anuidade com pagamento imediato.

w—X

Auo = z at_l tP40qa0+t = al_l P10941 + az_l 2 Pa0q42 + a3—| 3P40943 + ...
t=1
v(1-vh) v(1—v?) (1 —v?)

Ga0 =, Peolam + 1_, 2P20l42 + {_p 3Pa0d43 + -

Aypo ~ 16,67



Anuidades vitalicias imediatas

» Outras alternativas para o calculo do VPA serao:

w—X w—X

.o _ t il oo
Ay = 2 V™ tPx = 2 at+1| t Pxqx+t

t=0 t=0

w—X

w—X
L t -
A, = 2 UV tDx = z A7) t PxDx+t
t=1

t=1



Demonstracao

w—X w—X

_ vt+1
Ay = z A1) tPxQx+t = 1 _p tDx (1 = Py+e)
t=0 t=0
) =x 1 — Ut+1 i 1 — Ut+1
Ay = £, 1_ v (tPx = ¢ PxPx+e) = £ 1_ v (tPx = t+1Px)

dx — 1JO(OPx _ 1px) + (UO + v)(lpx . 2px) + (UO TVt Vz)(sz " 3px) T+ e

Assim



EXEMPLO 3: Seja uma pessoa de 40 anos que queira comprar uma anuidade
que paga 1 wu.m. em fluxo de caixa antecipado (postecipado). Considerando
a tabua de mortalidade AT-2000 masculina e uma taxa de juros de 5% ao ano,

calcule o prémio puro tnico a ser pago pelo segurado para comprar essa
anuidade com pagamento imediato.

w—X

Ao = z v Pao =1+ U Do + V2 3P40 + V3 3P40 + -
t=0

oo =14+ V pao + V% PaoPsr + V>DaoPa1Paz + - = 17,67.

Postecipado,
w—X
Ago = z v (Dao =V Pao + V? 3P40 + V3 3Pa0 + -+
t=1

Aao =V Pao + V? PaoPa1 + V> PaoPs1Daz + - = 16,67.



Anuidades vitalicias imediatas

a, =a, +1

Valor atuarial de uma
anuidade vitalicia
antecipada.

Valor atuarial de uma
anuidade vitalicia
postecipada.



Anuidades vitalicias imediatas

Entao, para o caso discreto, o VPA seri dado por:

» Anuidade Antecipada ( Variavel aleatoria discreta)

w—X w—X w—X w—X

iy : . 1—vt

Ay = tEx = V" tPx = Arr1] ePxGx+e = H_ t Pxqx+t
t=0 t=0 t=0 t=0

» Anuidade Postecipada ( Variavel aleatoria discreta)

w—X w—X w—X w—X

1— vt
Ay = z tEx = v Dy = z At tPxqx+t = z V<1 — v) t Pxqx+t

t=1 t=1 t=1 t=1




Anuidades vitalicias imediatas

A variancia da variavel aleatéria, referente a anuidade antecipada,
pode ser obtida da seguinte forma:

1 — UT+1
var(dz 1)) = var( 1—p )’

1 var(vT+1)

var(dr 1) = SEEAE: var(1 — vT+1) = -

. ZAx e (Ax)z
var(aTx+1|) w (1 L v)z




Anuidades vitalicias imediatas

A variancia de ar sera:

var(am) = var (v hi vT) = ( 4 )2 var(1l —vT),

1—v 1—v
v \¢ 1
var(aT—l = (1 v) — var(vT+1),
var(v't) 24, — (4,)?
va’r(aT—l) = =

Logo, var(am) = var(deHl .



N N

w—X w—X \ w—X w—X
i, = AT = vt d, =a, +1 a, = ag = vt
x = t+1| tPx9x+t = tPx x x x t| tPxx+t tPx

t=0 t=0 t=1 t=1




Portal Halley : https://atuaria.github.io/portalhalley/

Bowers et al. Actuarial Mathematics, 22 edicao.
SOA, 1997.

D. C. M. Dickson, M. R. Hardy and H. R. Waters.
Actuarial Mathematics for Life Contingent
Risks. Cambridge University Press, 2019.

CORDEIRO FILHO, Antonio. Calculo Atuarial g
Aplicado: teoria e aplicagOes, exercicios St
resolvidos e propostos. Sao Paulo: Atlas, 2009.

GARCIA, J. A SIMOES, O. A. Matematica Bl 1 P
actuarial — Vida e pensodes. 2. ed. Coimbra: BT {0 (a0 o
Almedina, 2010.  vida e ‘pensdes

PIRES,M.D.;COSTA,L.H.;FERREIRA,L;MARQUES, BEEERrm

R. Fundamentos da matemadtica atuarial: vida SRSl
e pensodes. Curitiba :CRV,2022.



https://atuaria.github.io/portalhalley/

Matematica atuarial

Anuidade temporaria —Aula 13

Danilo Machado Pires
danilo.pires@unifal-mg.edu.br
Leonardo Henrique Costa
leonardo.costa@unifal-mg.edu.br

https://atuaria.github.io/portalhalley/



https://atuaria.github.io/portalhalley/

Anuidades temporarias imediatas

» No caso de anuidades temporarias, essas sao validas enquanto
a pessoa de idade x for viva até no maximo n anos.

» Entao, para o caso discreto, o VPA de anuidades temporéarias temos:

VPA de uma anuidade antecipada.

v dm 0<T<n
)¢ T>n

U]
n—1

xn| — z Ar31] tPxGx+c | T An nPx
t=0

e



Y =

dquj 0<T<n
] T>n

n-—1 0

E(Y) =ty = Y bz P(Ty = ) + z i P(Ty = t)

t=0 t=n

Z rsq P(Ty = £) + iy ZP(T -



Anuidades temporarias imediatas

» VPA de uma anuidade postecipada.

. T>n

Yz{aﬂ’ 0<T<n
n-—1

Ay:n] = 2 Az tPxqx+c | T Ay nPx

t=1



EXEMPLO 1: Pense em uma pessoa de 25 anos que queira comprar
uma anuidade que paga 1 u.m. em fluxo de caixa antecipado por
um periodo de 40 anos. Considerando a tdbua de mortalidade AT-
2000 feminina e uma taxa de juros de 5% ao ano, calcule o prémio
puro Unico a ser pago pelo segurado para comprar essa anuidade com

pagamento imediato.

) S 1 — p40
Az5:20] = 1_p tP2sqa2s+t + ( 11— ) 40 P25

t=0

ps:707 = 1,0584 + 16,78173 ~ 17,8402



Considere o produto atuarial d,.z:

1

1—Ut+1 1—172
ax2_| — 1% tPxqx+t | T ( 1 — U) 2 Px
t=0
) L 1 — pt+l _ 1 — 2
Ay:2] = ; 1 — v (ePx — t41P0) |+ 1— v 2 Px

ax2_| = [(1 _ px) o (1 ) v)(px - pr)] + (1 + U) 2P«

dx;2_| =1—=px +Dx — 2Dx T VDx —V2Dx + 2Px + V 2Py



Para a,.5 , temos:
1

Ay.2] = § A tPx9x+t | T Az) 2Px

t=1

1—v
x:2] — [v 1 — 1 (Dx — pr)] + (v + v?) ,ps,



Anuidades temporarias imediatas- Tempo discreto

» VPA de uma anuidade antecipada.

am 0<T<n .. —1 = o
Y = { n_l T>n Ay = ( ?:01 Ar1| tpxCIx+t) + Anl nPx
n—1 n-—1
dx:n_| = E(Y) = z tEx = z vt tPx
t=0 t=0

» VPA de uma anuidade postecipada.

arf 0=T<n .
_ T >n Aye:n] = ( t=1 Qg tprx+t) + Ay nDx




EXEMPLO 2:Seja uma pessoa de 30 anos que queira comprar
uma anuidade que paga 1 com pagamento antecipado por um
periodo de 4 anos. Considerando a tadbua de mortalidade dada e
uma taxa de juros de 5% ao ano, calcule o prémio puro tnico a
ser pago pelo segurado para comprar essa anuidade com
pagamento imediato.

- 3
Idade qx Dx Ly éi30:g| = z 2 tP30
t=0 t=0

25 0,00077 0,99923 100000

26 0,00081 0,99919 99923

27 0,00085 0,99915 99842 d30.5) = 1 +vp3e + v? ,p30 + V3 3D30

28 0,00090 0,99910 99757

29 0,00095 0,99905 99667

1 1\ 1\
30 0,00100 0,99900 99572 .
' ‘ Gap1 = 1+=—p30+|—— +|(—
30:4| 1,05 P30 <1,05> P30P31 <1'05> P30P31P32

31 0,00107 0,99893 99472

32 0,00114 0,99886 99365 L l33
P30P31P32 = l_

33 0,00121 0,99879 99251 30

34 0,00130 0,99870 99131

d30.g| ~ 3,71
35 0,00139 0,99861 99002 '




EXEMPLO 3: Seja uma pessoa de 30 anos que queira comprar
uma anuidade que paga 1 com pagamento postecipado por um
periodo de 4 anos. Considerando a tdbua de mortalidade dada e
uma taxa de juros de 5% ao ano, calcule o prémio puro tnico a
ser pago pelo segurado para comprar essa anuidade com
pagamento imediato.

4 4
Idade q p [ i _ t

z - ad A30.4] = Z tE30 = z V" P30
25  0,00077 0,99923 100000 ] =

26 0,00081 0,99919 99923

27 0,00085 0,99915 99842 o 2 3 4
A30.3] = VP30 T V" 2P30 T V7 3P30 T V" 4P30

28 0,00090 0,99910 99757

2 3
. 0,00095 0,93905 93667 g, 5 = %Pw + <ri)5> P3oP31 t <ri)5> P30P31P32 T
30 000100 0,99900 99572 N
31 0,00107 0,99893 99472 <1,05) P30P31P32P33
32 000114 099886 99365
33 000121 099879 99251 A30.3) 3,52

34 0,00130 0,99870 99131

35 0,00139 0,99861 99002




EXEMPLO 4:Seja uma pessoa de 25 anos que queira comprar
uma anuidade que paga 1 com pagamento antecipado por um
periodo de 5 anos. Considerando a tdbua de mortalidade dada e
uma taxa de juros de 5% ao ano, calcule o prémio puro tnico a
ser pago pelo segurado para comprar essa anuidade com
pagamento imediato.

4
Idade dx Px ! o _ t

ai a3s5:5] = tE2s = V" tD2s
25 0,00077 0,99923 100000

26  0,00081 0,99919 99923
27 0,00085 0,99915 99842 e 2 3 4
dys.51 = 1 + VP25 + V7 2P25 + V7 3P25 + V7 4P2s
28 0,00090 0,99910 99757

29 0,00095 0,99905 99667 | 1 ], i\ 35 1 \* 1y
A5 =17 <1 05) Pas <1 05> LN <1 05> e <1 05) Lys
30 0,00100 0,99900 99572 ’ ’ & ’ . : 25
31 0,00107 0,99893 99472

32 0,00114 0,99886 99365

33 000121 099879 99251 d25.5—| ~ 4,53

34 0,00130 0,99870 99131

35 0,00139 0,99861 99002




EXEMPLO 5:Seja uma pessoa de 25 anos que
uma anuidade que paga 1 com pagamento postecipado por um
periodo de 4 anos. Considerando a tabua de mortalidade dada e
uma taxa de juros de 5% ao ano, calcule o prémio puro tnico a

ser pago pelo segurado para comprar essa

pagamento imediato.

Idade dx Dx L,
25 0,00077 0,99923 100000
26 0,00081 0,99919 99923
27 0,00085 0,99915 99842
28 0,00090 0,99910 99757
29 0,00095 0,99905 99667
30 0,00100 0,99900 99572
31 0,00107 0,99893 99472
32 0,00114 0,99886 99365
33 0,00121 0,99879 99251
34 0,00130 0,99870 99131
35 0,00139 0,99861 99002

4 4
i _ t
A25.4] = z tEos = z V™ tP2s5
t=1 t=1
Aye.zi = VPoc + V2 + v3 + vt
25:4] — VD25 2P25 3P25 4P25

2 3 4
_ 1 1 lz7 1 128 1 129
a25:4| - <1,05> P2s + <1’05) 125 + (1’05> 125 + 1,05 l25

quelra comprar

anuidade com



Anuidades temporarias imediatas

ax:_|:1+vpx+v22px+v33px+v44px+”'+v

n—1
n—1px

Ay =1 = VDx + vz 2Dx T U3 3Px + U4 4Px t 0t vn—l n—1Px

a, =1+ a,




Anuidades temporarias imediatas- Tempo discreto

» VPA de uma anuidade antecipada. »VPA de uma anuidade postecipada.
arf 0=T<n
V- arzy; 0=T<n Y = o T >n
I T=n
Ay = 1+ a,;-1;

n-—1 n-—1 e L .
Aoy = E(Y) = tx=2vttpx “x—|=E<Y>=ZtEx=2” P

t=0 t=0 i .

gl

n-—1
. . . Ay = ag T Ay
Ax:n] = <z A1) tpxCIx+t> + Ay nPx x| 2 t] tPxx+e n| nPx

‘=0 t=1



Anuidades temporarias imediatas- variancia

n T>n

Y:{dm 0<T<n

2Ax:n_| _ (AX!ﬁl )2
(1-v)?

var(Y) =

ary 0<T<n

i 3 T>=n

n|

. 2 g
1+ 0?24 — (Aaay)’| = 200+ DAy A + [0 (1 = )]

var(Y) = 5
i



™~ S ~~

w—x w—x N w—x w—x N
. . 5 dy = ay +1 _ _ _ t
a, = Z Gt¥1| tPxGx+t = Z V' Dy Ax = ag) tPx9x+t = V" tPx

- - o t=1 t=1

£=0 =0 Ay = 1+ Ayen—1]

n-1 -
Ay = 2yl + a7 _

x:n| Z t+1] tPxAx+t n| nPx o = Z A tPxlrst | + ] nPa

: |

am g

gl

n n
t
t=1 t=1
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