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Fracionadas Contínuas

Imediata Vitalícia Antecipada ሷ𝑎𝑥 ሷ𝑎𝑥
(𝑚)

ത𝑎𝑥

Postecipada 𝑎𝑥 𝑎𝑥
(𝑚)

Temporária Antecipada ሷ𝑎𝑥:𝑛| ሷ𝑎𝑥∶ ത𝑛|
(𝑚)

ത𝑎𝑥: ത𝑛|

Postecipada 𝑎𝑥:𝑛| 𝑎𝑥∶ ത𝑛|
(𝑚)

Diferida Vitalícia Antecipada 𝑚| ሷ𝑎𝑥 𝑘| ሷ𝑎𝑥
(𝑚)

𝑚| ത𝑎𝑥

Postecipada 𝑚|𝑎𝑥 𝑘|𝑎𝑥
(𝑚)

Temporária Antecipada 𝑚| ሷ𝑎𝑥:𝑛| 𝑘| ሷ𝑎𝑥:𝑛|
(𝑚)

𝑚| ത𝑎𝑥:𝑛|

Postecipada 𝑚|𝑎𝑥:𝑛| 𝑘|𝑎𝑥:𝑛|
(𝑚)



ሷ𝑎𝑥 = 𝑎𝑥 + 1

ሷ𝑎𝑥:𝑛| = 1 + 𝑎𝑥:𝑛−1|

ሷ𝑎𝑥
(𝑚)

=
1

𝑚
+ 𝑎𝑥

(𝑚)

ሷ𝑎𝑥 ≥ ሷ𝑎𝑥
𝑚

≥ ത𝑎𝑥 ≥ 𝑎𝑥
𝑚

≥ 𝑎𝑥

𝐴𝑥 = 𝑣 ሷ𝑎𝑥 − 𝑎𝑥

𝐴𝑥1: ത𝑛| = 𝑣 ሷ𝑎𝑥: ത𝑛| − 𝑎𝑥: ത𝑛|

𝐴𝑥: ത𝑛| = 𝑣 ሷ𝑎𝑥: ത𝑛| − 𝑎𝑥:𝑛−1|

Importantes relação envolvendo anuidades e 
seguros

ሷ𝑎𝑥 =
1 − 𝐴𝑥
1 − 𝑣

𝑎𝑥 =
𝑣 − 𝐴𝑥
1 − 𝑣

𝐴𝑥: ത𝑛| + 𝑖𝐴𝑥1: ത𝑛| + 𝑖𝑎𝑥:𝑛| = 1



Considere, o caso em que uma seguradora pagará certamente 𝑚
parcelas para o segurado ou outrem e, a partir desse ponto, a
seguradora continuara pagando caso o segurado esteja vivo.

Caso o segurado morra antes do tempo 𝑚 a seguradora precisa ter o valor
presente necessário a 𝑚 pagamentos .

Caso o segurado morra após 𝑚 anos, a seguradora devererá ter o necessário
a pagar os 𝑚 pagamentos mais anuidades vitalícias descartado os
pagamentos já efetuados.

Anuidades Vitalícias com pagamentos certos para 
𝒎 anos.



Fluxo de caixa antecipado

𝑌 = ൝
ሷ𝑎 ഥ𝑚|, 0 ≤ 𝑇 < 𝑚

ሷ𝑎𝑇𝑥+1|, 𝑇 ≥ 𝑚

ሷ𝑎
𝑥:𝑚|

= ෍

𝑡=0

𝑚−1

ሷ𝑎 ഥ𝑚|𝑝 𝑇𝑥 = 𝑡 + ෍

𝑡=𝑚

𝜔−𝑥

ሷ𝑎𝑇𝑥+1| 𝑝 𝑇𝑥 = 𝑡

ሷ𝑎
𝑥:𝑚|

= ሷ𝑎 ഥ𝑚| 𝑚𝑞𝑥 + ෍

𝑡=𝑚

𝜔−𝑥

ሷ𝑎𝑇𝑥+1| 𝑡𝑝𝑥𝑞𝑥+𝑡

Anuidades Vitalícias com pagamentos certos para 
𝒎 anos.



Fluxo de caixa antecipado

ሷ𝑎
𝑥:𝑚|

= ሷ𝑎 ഥ𝑚| 𝑚𝑞𝑥 + ෍

𝑡=𝑚

𝜔−𝑥

ሷ𝑎𝑇𝑥+1| 𝑡𝑝𝑥𝑞𝑥+𝑡

ሷ𝑎
𝑥:𝑚|

= ሷ𝑎 ഥ𝑚| 𝑚𝑞𝑥 + ෍

𝑡=𝑚

𝜔−𝑥

𝑣𝑡 𝑡𝑝𝑥

ሷ𝑎
𝑥:𝑚|

= ሷ𝑎𝑚| + ሷ𝑎𝑥 − ሷ𝑎𝑥:𝑚|

Anuidades Vitalícias com pagamentos certos para 
𝒎 anos.



Fluxo de caixa postecipado

𝑌 = ൝
𝑎 ഥ𝑚|, 0 ≤ 𝑇 < 𝑚

𝑎𝑇𝑥|, 𝑇 ≥ 𝑚

𝑎
𝑥:𝑚|

= 𝑎 ഥ𝑚| 𝑚𝑞𝑥 + ෍

𝑡=𝑚+1

𝜔−𝑥

𝑣𝑡 𝑡𝑝𝑥

Anuidades Vitalícias com pagamentos certos para 
𝒎 anos.



Anuidade contínua

𝑌 = ൝
ത𝑎 ഥ𝑚|, 0 ≤ 𝑇 < 𝑚

ത𝑎𝑇𝑥|, 𝑇 ≥ 𝑚

ത𝑎𝑥, ഥ𝑚| = න
0

𝑚

ത𝑎 ഥ𝑚|𝑓𝑇𝑥 𝑡 𝑑𝑡 + න
𝑚

∞

ത𝑎 ҧ𝑡|𝑓𝑇𝑥 𝑡 𝑑𝑡

ത𝑎𝑥, ഥ𝑚| = න
0

𝑚 1 − 𝑒−𝛿𝑚

𝛿 𝑡𝑝𝑥𝜇(𝑥 + 𝑡)𝑑𝑡 + න
𝑚

∞1 − 𝑒−𝛿𝑡

𝛿 𝑡𝑝𝑥𝜇(𝑥 + 𝑡)𝑑𝑡

Anuidades Vitalícias com pagamentos certos para 
𝒎 anos.



O valor esperado dessa variável será:

ത𝑎𝑥, ഥ𝑚| = න
0

𝑚

ത𝑎 ഥ𝑚|𝑓𝑇𝑥 𝑡 𝑑𝑡 + න
𝑚

∞

ത𝑎 ҧ𝑡|𝑓𝑇𝑥 𝑡 𝑑𝑡

ത𝑎𝑥, ഥ𝑚| = ത𝑎 ഥ𝑚| 𝑚𝑞𝑥 +න
𝑚

∞

ത𝑎 ҧ𝑡| 𝑡𝑝𝑥𝜇(𝑥 + 𝑡)𝑑𝑡

Anuidades Vitalícias com pagamentos certos para 
𝒎 anos.



EXEMPLO 1: Considere, o caso em que uma seguradora pagará
certamente 30 parcelas para o segurado ou seus dependentes, a
partir desse ponto, a seguradora continuara pagando caso o
segurado esteja vivo.

Calcule o prêmio puro único para esse produto
considerando que o segurado tenha o seu tempo de vida adiconal
modelado por:

𝑓𝑇𝑥 𝑡 = 0,016𝑒−0,016𝑡 para 𝑡 > 0.

E considere também 𝛿 = 0,10 e o benefício unitário.



EXEMPLO 1

Lembrando que 𝑚𝑞𝑥 = 𝐹𝑇𝑥(𝑚), temos que:

𝑚𝑞𝑥 = 1 − 𝑒−0,016𝑚

Assim:

ത𝑎𝑥, ഥ𝑚| =
1 − 𝑒−𝛿𝑚

𝛿 𝑚𝑞𝑥 +න
𝑚

∞ 1 − 𝑒−𝛿𝑡

𝛿 𝑡𝑝𝑥𝜇(𝑥 + 𝑡)𝑑𝑡

Tem-se:

ത𝑎𝑥,30| =
1 − 𝑒−0,1 30

0,1
1 − 𝑒−0,016(30) +න

30

∞ 1 − 𝑒−0,1𝑡

0,1
0,016𝑒−0,016𝑡𝑑𝑡

ത𝑎𝑥,30| =
1 − 𝑒−0,1 30

0,1
1 − 𝑒−0,016(30) + 0,16න

30

∞

𝑒−0,016𝑡 − 𝑒−0,116𝑡𝑑𝑡



EXEMPLO 1

…

ത𝑎𝑥,30| =
1 − 𝑒−0,1 30

0,1
1 − 𝑒−0,016(30) + 0,16න

30

∞

𝑒−0,016𝑡 − 𝑒−0,116𝑡𝑑𝑡

ത𝑎𝑥,30| = 9,502 0,3812 + 0,16 −
1

0,016𝑒0,016𝑡
+

1

0,116 𝑒𝑡 0,116
𝑡=30

𝑡→∞

ത𝑎𝑥,30| = 9,502 0,3812 + 0,16
1

0,016𝑒0,016(30)
−

1

0,116 𝑒 30 0,116

ത𝑎𝑥,30| ≈ 9,85

Lembrando que

ത𝑎𝑥 = 8,62



ത𝑎𝑥, ഥ𝑚| =
1 − 𝑒−𝛿𝑚

𝛿 𝑚𝑞𝑥 +න
𝑚

∞

ത𝑎 ҧ𝑡| 𝑡𝑝𝑥𝜇(𝑥 + 𝑡)𝑑𝑡

...

ത𝑎𝑥, ഥ𝑚| =
1 − 𝑒−𝛿𝑚

𝛿
+ න

𝑚

∞

𝑒−𝛿𝑡 𝑡𝑝𝑥𝑑𝑡

ത𝑎𝑥, ഥ𝑚| =
1 − 𝑒−𝛿𝑚

𝛿
+ 𝑚| ҧ𝑎𝑥

Anuidades Vitalícias com pagamentos certos para 
𝒎 anos.



Anuidades com benefício crescente



Anuidade

Os benefícios pagos variam segundo uma
progressão aritmética.

𝑎𝑛 = 𝑎1 + 𝑛 − 1 𝑟

em que 𝑎1 é termo inicial e 𝑟 é a razão.

Produtos Atuariais com benefício crescente



𝐼 ሷ𝑎 𝑥 = σ𝑡=0
𝜔−𝑥

𝑡| ሷ𝑎𝑥 𝐼𝑎 𝑥 = σ𝑡=1
𝜔−𝑥

𝑡|𝑎𝑥

𝐼 ሷ𝑎 𝑥: ത𝑛| = σ𝑡=0
𝑛−1

𝑡| ሷ𝑎𝑥:𝑛−𝑡| 𝐼𝑎 𝑥:𝑛| = σ𝑡=0
𝑛−1

𝑡|𝑎𝑥:𝑛−𝑡|

ഥ𝐼𝑎 𝑥 = 0׬
∞
𝑡𝑒−𝛿𝑡 𝑡𝑝𝑥𝑑𝑡 ഥ𝐼𝑎 𝑥:𝑛| = 0׬

𝑛
𝑡𝑒−𝛿𝑡 𝑡𝑝𝑥𝑑𝑡

𝐼𝐴 𝑥 = 𝑣 𝐼 ሷ𝑎 𝑥 − 𝐼𝑎 𝑥

Anuidades com benefício crescente



Exemplo 2: Calcule os valores atuariais para as
anuidades com pagamentos antecipado (postecipado),
que sejam adquiridas por pessoas de 40 anos de idade.
Considere a tábua de vida AT-2000 Masculina, taxa de
juros de 5% ao ano, cobertura de 3 anos e benefício
crescente.

Solução:



Solução:

𝐼 ሷ𝑎 40:ഥ3| =෍

t=0

2

𝑡| ሷ𝑎40:3−𝑡| = ሷ𝑎40: ഥ3| + 1| ሷ𝑎40: ഥ2| + 2| ሷ𝑎40: ഥ1| ≈ 5,618

ሷ𝑎40: ഥ3| =෍

𝑡=0

2

𝑣𝑡 𝑡𝑝40 ≈ 2,845

𝐼𝑎 40: ഥ3| =෍

t=0

2

𝑡|𝑎40:3−𝑡| = 𝑎40: ഥ3| + 1|𝑎40: ഥ2| + 2|𝑎40: ഥ1| ≈ 5,343

𝑎40: ഥ3| =෍

𝑡=1

3

𝑣𝑡 𝑡𝑝40 ≈ 2,697
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