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A matemé4tica atuarial é um ramo
da matematica voltado para a avaliacao
de riscos, prémios e reservas associados a
operacoes de seguros, especialmente no

ramo de seguros de vida.™.
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Revisao de probabilidade
» Fendomeno/ Experimento aleatério
» Espaco amostral

» Variaveis aleatérias Discretas/Continuas

» Esperanca/Variancia de variaveis aleatorias
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Revisao de Juros

»Juros Simples e Composto
»Diferentes taxas de juros
»Valor presente/Valor futuro
»Depbsitos em série

»Fluxo de caixa




»Seguros de vida

»Tempo Discreto/ Continuo

» Cobertura vitalicia/ temporaria

>F

Efeito imediato/ diferido

»Seguro dotal puro/ misto

» Relacgoes entre seguros

»Anuidades (planos de renda)

» Cobertura vitalicia/ temporéaria

»Fluxos de caixa antecipado/ postecipado
»Efeito imediato/ diferido %
»Fracionadas /Continuas Umfal:
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»Comutacéo

»Funcoes de comutacao

»Prémio puro tnico para planos de seguro de
vida

»Prémio puro tnico para planos baseados na
sobrevivéncia

>Prémios e Beneficios

»Prémio carregado

>Reservas

»Método retrospectivo

»Método prospectivo
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Matematica atuarial ramo vida

» Seguros de vida

» Garante ao beneficiario um capital ou renda determinada no caso de
morte ( invalidez permanente)

> Refletem uma caracteristica tinica nos seres humanos.
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Matematica atuarial

Aula 1-Revisao de Probabilidade
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Revisao de probabilidade

» A ciéncia busca coletar informacdes observaveis da natureza
e formular modelos que expliquem ou permitam prever
certos fendmenos.

» Método cientifico,

» Conjunto de regras para obtencdo do conhecimento durante a
investigacao cientifica...

» As hipoteses formuladas sdo verificadas posteriormente, com a coleta
e interpretacdo de dados.

» Modelo e realidade por vezes sdo erroneamente confundidos.
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Revisao de probabilidade

» Por melhor que seja um modelo, ele sempre contarid com
incerteza.

» Modelos deterministicos
» Condicoes bastante controladas,

» Variacoes desprezadas

» Modelos probabilisticos

» Controle total e inviabilizado

» Variacoes ndo podem ser ignoradas.
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Revisao de probabilidade

» Fenomeno aleatério é todo aquele que quando observado
repetidamente sob as mesmas condicoes produz resultados
diferentes.

» Quando a repeticio do fenomeno é controlada pelo
experimentador, é dito ser um experimento probabilistico.



Revisao de probabilidade

> Espaco amostral () é o conjunto de todos os possiveis
resultados de um fendémeno aleatoério.

» Definicdo Seja o espaco amostral do experimento. Todo
subconjunto A c ) sera4 chamado evento.
» () é o evento certo,
» (@ o evento impossivel.

> Se w C (, o evento {w} é dito elementar (ou simples).
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Revisao de probabilidade

EXEMPLO 1: Defina os seguintes espacos amostrais.

1) Jogar um dado

Q=1 }
2) Altura dos alunos da Unifal
Q=1 }

3) Tempo de vida restante de uma pessoa

Q={ }
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Revisao de probabilidade

1) Jogar um dado
O ={1,2,3,4,5,6)

2) Altura dos alunos da Unifal

O={xeR:15<x <2}«

3) Tempo de vida restante de uma pessoa

QO={teR:0<t}
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Revisao de probabilidade

1) Jogar um dado
Q=1{1,2,3,4,5,6}
A=1{1,3,5}

2) Altura dos alunos da Unifal

Q={xeR:15<x<2)
A={1,6<x<17)

3) Tempo de vida restante de uma pessoa

QO={teR:t =0}
A={0<t<30}

Um evento ao qual atribuimos uma probabilidade é chamado
evento aleatoério.



Conceitos de Probabilidade

> Teoria classica

Dado o espaco de resultados (), constituido por um
ntmero finito de n elementos igualmente provéaveis, ...,
define-se a probabilidade de acontecimento de A, como
sendo a razao de resultados favoraveis A e o ntimero de
resultados possiveis.

n°de resultados de A

P(A) =
(4) n° de resultados possiveis

...se conhece fatos decisivos sobre o mecanismo ou
processo que produz os resultados
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Conceitos de Probabilidade

» Teoria Frequentista

»Na observacao de um certo fendmeno através de um
experimento, a probabilidade de um certo evento A é
definida como a sua frequéncia observada, a medida que
o numero de ensaios tende para o infinito.

n
P(A) = lim =

n—-oo N

em que ny ¢ o nuamero de ensaios em que o evento A foi
observado, e n o nimero total de ensaios. A medida que o
nimero de repeticoes da experiéncia aleatéria aumenta, a
frequéncia relativa com quer se realiza o evento A tende
a estabilizar para um valor entre 0 e 1. &
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Conceitos de Probabilidade

» Probabilidade subjetiva e logica

» Define-se como uma medida do grau de confianca em
relacdo a uma proposicao.

» Ela é funcdo da quantidade de informacao disponivel

» Julgamento pessoal .
»Pensamento Bayesiano.

»Possui a restricao de que deve obedecer a critérios de
consisténcia, obedecendo a0s axiomas de

probabilidade.
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Conceitos de Probabilidade
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e subjetiva e logica

» Probabilidade Geométrica
» Probabilidade de Shannon

» Probabilidades de Conjuntos Difusos
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Revisao de probabilidade

» Definicdo formal de probabilidade

Seja 0 espaco amostral Q um conjunto ndo vazio. Uma
probabilidade em € é uma funcdo de conjunto P() que associa a
subconjuntos A de 1 um numero real P(A) que satistaz os axiomas a
seguir.

o Paratodo4d €Q ,0<P(A) <1;
o P(N)=1;

o Se Ay, A, ..., A, forem, dois a dois, eventualmente excludentes
(disjuntos), entao:

P(UEZ, A) = ) P(A)
i=1
b3
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Revisao de probabilidade

» Na realizacdo de um fendmeno aleatério, é comum termos interesse
em uma ou mais quantidades.
» Essas quantidades sdo fungoes das ocorréncias do fendmeno.

» Variavel aleatéria: é uma funcéo que associa a cada elemento de ()
um numero real.

EXEMPLO 2: Sabe-se que em uma fabrica 25% dos itens
produzidos apresentam algum problema de fabricacao:

1

Itens deteituosos (D - P(D) = Z)

Itens perfeitos (Pe — P(Pe) = Z)
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Revisao de probabilidade

Para uma amostra n = 2 pecas retiradas é possivel construir uma tabela
onde X é o nimero de pecas defeituosas que pode ocorrer e P(X) sera a
probabilidade do resultado.

X 0 1 2
(Pe, Pe) (D, Pe)(Pe, D) (D, D)
P(X) 3.3.2 (1x§)+(ixl)=£ <1X1)=i
4 4 16 4 4 4 4 16 4 4 16
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Revisao de probabilidade

> Variaveis Aleatdrias Discretas

P(X = x) Funcdo de probabilidade.

0<PX=x)<1

Yie i PX =x) =1

para todo i.

Conjunto enumeravel: Quando é finito
ou quando existe uma bijecao com os
numeros naturais.

Ex.: f:Z — N, tal que:

2x —1,sex >0

f&x) =

—2x,sex <0

Para x € 7Z
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Revisao de probabilidade

> Variaveis aleatdrias continuas

E um tipo de varidvel aleatodria
gue pode assumir um numero
infinito de valores dentro de um
intervalo continuo oo _
J_ flodx =1

f(x) Funcdo de densidade (f.d.p)

f(x) =0 paraqualquer valor de x

Pla<X<b)=[ f(x)dx

b3
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Revisao de probabilidade

> Variaveis Aleatdrias Discretas > Variaveis aleatdrias continuas

X Funcao de densidade (f.d.
« P(X =x) Funcdo de probabilidade. f) ; (1.d.p)

f(x) =0 paraqualquer valor de x

e« 0<PX=x)<1 para todo i.

[, FGdx = 1

Yie i PX =x) =1

Pla<X<b)=[ f(x)dx
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Revisao de probabilidade

» Fungdo de distribuicio de probabilidade (fungdo de
distribuigéo).

Em geral ela é representada por Fy(x).

Fe(x) = P(X < %) = f fe(2)dz

k
Fe(a) = POX <20 = ) P(X =)
i=0
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Revisao de probabilidade

EXEMPLO 3:
a)
X 1 2 3 4

P(X) 01 0,2 0,3 0,4

b)
06 sex=0
PX=x)=<04 sex=1
0, C.C.

c)

0,7 sex=0
P(X=x)=105 sex=1

0, C.C.

d)
6
_ —(x2+x)seOSxS1
f(x)—{S 0 c.cC.
e)
f(x) = 2e™%%, sex =0
f)
el 1
1—Ox+1—0,seOSxS2
fx)=+4 3 9

\

D — <
4Ox+20,sez<x_6

0, C.cC.
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f(x) = 2e7?%,

X— 00

x=0

(00]
f 2e 2Xdyx = —e‘zx‘
0

| 2
0

—2x — 1 1 —
dx = lim == =\ ~gax0) = 1

f)

(L] 0<x<?
10 T10%¢7 ="

fe)={ 3 9
- — <
4Ox+20 ,se2<x<6

\ 0, C.C.
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Esperanca de variaveis aleatorias

» ...forma de avaliar ganhos em jogos com apostas a
dinheiro.

» Representa o ponto de equilibrio da distribuicao de
seus valores.

» ...parametro para varios modelos probabilisticos.

x
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Esperanca de variaveis aleatorias

> Variaveis aleatorias discretas

E(X) =inP(X = X;) = Ux

l

> Variaveis aleatorias Continuas

E(X) = f xf (X)dx =
X

ccccccccccccccccccccccccccccc



Esperanca de variaveis aleatorias

» Seja X uma variavel aleatéria e g é uma funcéo, ambos com
dominio e contradominio real. O valor esperado do valor da
funcdo g(X) denotado por E[g(X)] é definido por:

Elg Q= j 900 f(x)dx

Elg(0] = ) g()P(X = x)
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Exemplo 4 Segundo determinada tabua de vida, o tempo de
vida adicional de uma pessoa de 106 é modelado por:

T 0 1 2 3
P(T) 0,67514 0,195183 0,1219955 0,0076815

a) A expectativa de vida para uma pessoa dessa idade é7?

b) Seja g(T) = v'*1 calcule E[g(T)], em que v = (1—23)



Exemplo 4: Segundo determinada tdbua de vida o tempo de vida
adicional de uma pessoa de 106 é modelado por:

T 0 1 2 3
P(T) 0,67514 0,195183 0,1219955 0,0076815

Solucao

a) A expectativa de vida para uma pessoa dessa idade é7

E(T) = Z tP(T =t) = 0,4622

b) Seja g(T) = v+ calcule E[g(T)], em que v = (1—23)

E[g(T)] = E(wT+) = 2 pP(T = £) = 0.9866602



Esperanca de variaveis aleatorias

Seja L um valor limite dentro do dominio de X, e seja Y
uma variavel aleatéria “ Valor de X sujeito ao limite L”. Entao:

s (X x<lL
|y X=L

Logo, para o caso de X se continuo tem-se que:
L 00 L
EY)=EWX;L) = j xfx(x)dx +J Lfxy(x)dx = j Xfx(x)dx + L Sy (L)
—00 L —00

E no caso de X se discreto, tem-se:

xXi<L (%) Xi=L

E0) =ECGL) = ) xiPy(a) + ) LPy(x) = ) xPy(x) +LP(X 2 1)
] xi=L

1=0

1=0



Exemplo 5 Segundo determinada tabua de vida o tempo de
vida adicional de uma pessoa de 106 ¢ modelado da seguinte
forma:

T 0 1 2 3
pP(Tr) 0,6751 0,195183 0,1219955 0,0076815

a) Determinado produto oferecido por uma seguradora tem um

prémio calculado a partir do valor esperado da variavel
1-vT 1

, em que v=——. A seguradora
1-v 1,03
determina que ird cobrar dos seus segurados um prémio
baseado no valor esperado de g(T), sujeito a um limite

técnico g(2). Calcule o prémio sujeito a esse limite.

aleatoria g(T) = v



T 0 1 2 3

pP(Tr) 0,67514 0,195183 0,1219955 0,0076815

Solucéo:
Seja Y, tal que:
- {g(T), 9(T) < g(2)
9(2), g(T) = g(2)
Equivalente a
- {g(T), T <2
g(2), T =2

[y = E(Y) = E[g(T); g(2)]

1 3
Iy=) gOPT=0+g@ ) PT =0
t=0 t=2



T 0 1 2 3

pP(r) 0,67514 0,195183 0,1219955 0,0076815

Solucéo:

1 3
My =) g@PT =0)+g(2) ) P =1)
t=0 t=2

1 — vt 1—
v

3
UZ
My = ) ve— P(T=t)+v1_v2P(T=t)z0,4376311
t=2

1
t=0
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