Matematica atuarial

\_ J
%
Danilo Machado Pires
danilo.pires@unifal-mg.edu.br

Leonardo Henrique Costa
leonardo.costa@unifal-mg.edu.br

https://atuaria.github.io/portalhalley 11/2023



https://atuaria.github.io/portalhalley

Introducao

> A matematica atuarial é o ramo da Matematica intimamente
ligada ao segmento de seguros...
> Avaliar riscos.

> Avaliar sistemas de investimentos.

» A matemaética atuarial atua fornecendo meios para apuragao
de prémios de seguros ligados a vida...

» Produtos atuariais do ramo vida
» Seguros,
» Planos de previdéncia,

» Planos de beneficio



Seguros

» Seguro é todo contrato pelo qual uma das partes
(segurador) se obriga a pagar um *beneficio a outra
(segurado) em caso de ocorréncia de sinistro, em troca do
recebimento de um prémaio seguro.

» Caracteristicas do contrato de seguros

» Aleatorio: Depende de elementos futuros e incertos;
» Bilateral: HA& obrigacées para as duas partes;
» Oneroso: Segurado e segurador possuem 6nus e vantagens econdmicas;

» Solene: Ha4 uma formalidade materializada na forma de apélice;



Seguro de vida

» Seguros de vida sdo contratos de seguro estabelecidos com
base no risco de morte .

» Garante ao beneficidrio um capital ou renda determinada no caso de
morte.

» Mediante coberturas adicionais, pode cobrir invalidez permanente.

» Os beneficios podem ser pagos de uma s6 vez ou durante um
determinado periodo estipulado na apdlice.

> Refletem uma caracteristica tinica nos seres humanos.



Seguro de vida

» Para a apuracdo dos prémios ligados & vida é necessario uma
avaliacdo do risco de morte:

» Como o risco é uma probabilidade de ocorréncia de eventos
desfavoraveis, logo:

> E necessario identificar e caracterizar a variavel aleatoria trabalhada.
» Tempo de vida restante.

» Diferente do risco de danos, no risco de vida (sob certas
circunstancias) a seguradora lida com a certeza que tera que
pagar algum dia o valor do beneficio



Seguro de vida

» Suponha que a seguradora deseja guardar o valor presente do
gasto que ela terd com o segurado no futuro. Qual devera ser
esse valor?

Lembrando da matematica financeira temos:

Fy = Fv™ = bv"
E usual chamar de b o beneficio pago ao segurado, e n nesse caso
corresponde ao tempo de vida do segurado.

» O tempo de vida futuro (ou adicional ) de um individuo de
idade x, que deseja contratar um seguro de vida inteiro
(vitalicio) de definida por uma variavel aleatoria, tal que:

» T € (0,0)
» Tabua de vida.
» Funcéo de distribuicéo.



EXEMPLO 1

Para que um beneficiario receba um valor financeiro de
$100 000,00 ao final do ano de morte do segurado, daqui
T anos. Qual deve ser o valor presente (VVP) ou F,?

Resp.

T+1
) = 100000pT+1
+1

1
VP = 100000 (1 _

Sinistro




EXEMPLO 1 (continuagéo)

Para o caso de i = 5% ao ano, entéo

1
— = 0,9524
Y =15005

Assim pode-se por exemplo calcular qual o valor presente
necessario a pagar o beneficio de $100 000,00 para os casos em que:

» O individuo x (segurado) morra em 4 anos.

VP =
» O individuo x (segurado) morra em 31 anos.

VP =
» O individuo x (segurado) morra em 49 anos.

VP =



EXEMPLO 1 (continuag&o)

Para o caso de i = 5% ao ano, entao

% = 0,9524

~1+005

Assim pode-se por exemplo calcular qual o valor presente necessario
a pagar o beneficio de $100 000,00 para os casos em que:

» O individuo x (segurado) morra em 4 anos.
VP = 100000v**! = 100000(0,9524 )°> ~ $78352,61
» O individuo x (segurado) morra em 31 anos.
VP =100000v31+1 = 100000(0,9524 )32 ~ $20986,61
» O individuo x (segurado) morra em 49 anos.

vP =100000v4%*1 = 100000(0,9524 )5° ~ $8720,37



Seguro de vida

» Em resumo temos que a uma taxa de 5% ao ano para um beneficidrio poder
ganhar b = $100000,00 reais depois de 4 , 31 e 49 anos, tempos que ter os
seguintes valores presentes.

T( anos) VP($)
4 $78352,61
31 $20986,61
49 $8720,37

» Imagine que T é uma variavel aleatoéria e esses séo os tnicos valores que ele
pode assumir. Entao que é o valor presente esperado que o individuo x
deveria pagar hoje por este seguro de modo que a seguradora receba o
necessario para pagar o beneficio de $100 000,007



Seguro de vida

A resposta a essa questdo estd relacionada a esperanga matematica (
valor esperado ou meédia probabilistica) de uma funcdo de variavel
aleatoria.

Para o caso em questdo seja T uma variavel aleatoria e V.P = g(T) = bvT*?

entao tem-se que:

E[g(T)] = j IO fr(Ddt,

ElgD] = ) 9(4)P(T = 1)



Seguro de vida

Considerando que néo existe despesas administrativas, imposto e
lucro, o valor a ser cobrado deveria ser valor esperado de bv'+1,

logo:

E (Vo) rmu B 17t Y D (vl



Seguro de vida

Considerando que nao existe despesas administrativas, imposto e
lucro, o valor a ser cobrado deveria ser o valor esperado para
bvTtl logo:

E(VP) = E(bv™*Y) = bE(vT*1)

E(VP) = 100000(0,9524 )5P(T = 4) + 100000(0,9524 )32P(T = 31) + 100000(0,9524 )5°P(T = 49)
E(VP) = 100000[(0,9524 )>P(T = 4) + (0,9524 )32P(T = 31) + (0,9524 )>°P(T = 49) ]

E(VP) = 100000E (v*1)

Também chamado de valor presente atuarial VPA.



Seguro de vida

Definicao: Seja T a varidvel aleatoéria associada ao tempo de
vida futuro, ou seja, o tempo entre a emissdao da apoélice do
seguro e a morte do segurado, entao:

br =b - Funcao beneficio;

t+1

Vy =V - Funcao desconto;

Zr = bvT*l > Funcéo valor presente.



Seguro de vida pago ao fim do ano de morte

Beneficio(constante) igual a b

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
I | | | | | | | | | |,
| | | | | | | | | |
Tempo (anos)
Z=0b 1
(1 + i)
1

L=barpm Lt = pyT+1




Premio Puro unico

» Chame de prémio puro wnico a parcela tnica do prémio,
suficiente para pagar sinistros.

» Neste sentido o prémio puro tinico é o prémio que propde o
pagamento de despesas relacionadas ao risco que estd sendo
assumido pela seguradora.

» O valor esperado do valor presente de todos os beneficios que a
seguradora compromete a pagar.

» Em geral é estabelecido em um dado periodo, normalmente um
ano.

» O termo puro significa que ao valor considerado ndo foram
adicionadas quaisquer cargas técnicas.

» De gestdao ou comerciais

» O termo unico se refere ao fato do pagamento do prémio ser
feito mediante um tnico pagamento.



Seguro de vida

» SO0 ha equilibrio entre lucro e prejuizo se houver um elevado
numero de contratos do mesmo tipo...

» A reserva criada, recebendo apenas como prémio o valor atuarial do
risco coberto, ndo é suficiente para garantir que a seguradora ndo venha
a ter prejuizos significativos.



SEGURO DE VIDA VITALICIO (INTEIRO)

» No caso de Seguro de Vida Vitalicio:

» Existe incerteza sobre o momento do pagamento, e o
beneficio serd pago ndo importando quando.

» O valor presente de um beneficio unitario pago ao final do ano
de morte de um segurado de idade x serd representado pela
variavel aleatoria, Zr,, tal que:

Zr, =v'*LT=01,..,0—x

em que w corresponde a ultima idade da tabua de vida usada
como modelo de probabilidade...



EXEMPLO 2: Qual o valor do prémio puro tnico de um seguro vitalicio
feito por uma pessoa de 110 anos? Considere um beneficio igual a $1, com taxa
de juros de 4% ao ano e a tabua de vida AT-2000 masculina.

X dx

110 0,60392
111 0,66819
112 0,73948
113 0,81825
114 0,90495
115 1,00000




» Resp.: >
w—X=

il =0, 18290 15

Bida -
0, caso contrario

adicional seja menor que o tempo de contrato, caso morra antes);

= Fungéo beneficio ( caso o tempo de vida

vr = vt ,t >0 > Funcio desconto ( caso o tempo de vida adicional
seja maior que zero, caso o segurado nao morra no primeiro periodo do
contrato);

7’7 = Fungéo valor presente ( o valor presente
0, caso contrario

Z, = {v”l, T=01,..,5
necessario para que a seguradora cubra a apoélice contratada).

Obs. E normal o uso de T, para indicar que a
variavel T estd vinculada a idade x



bT = 1.u.m, [ = 49,.

X dx Px Ly

110 0,60392 0,39608 305,008
111 0,66819 0,33181 120,808
112 0,73948 0,26052 40,0852
113 0,81825 0,1817/5 10,443
114 0,90495 0,09505 1,89801
115 1,00000 0,00000 0,18041

ol 2 4
Z, = {v1,v%,v3, v v°,v8)

E(Zy) = v1P(Ty19 = 0) + v?P(Ty10 = 1) + v3P(Tyq0 = 2) + v*P(Ty10 = 3) + v°P(Ty19 = 4) + v°P(Ty19 = 5)



5
E(Zyr,,,) = 2 VIP(T10 = t)
t=0

Importante: P(T, =t) corresponde a probabilidade do tempo de vida
adicional ser igual a t, no caso a probabilidade que individuo “morra” durante
o intervalo te t + 1 é determinado

Pt<T,<t+1)=P(T,>t)—P(T,, >t+1)

PE<T,<t+1) = ;:Dx— t+1Px
Lembrando da relacdo ,+10x = mPx X 1 Px+m

P(t<T,<t+1)= :Dx — tDx 1Px+t
B Gresrel sp sl Tooelolpsimmidt ool e mellue 1260

P(Ty =t) = (¢Px) (Gxse) = t|dx

5
E(an) = 2 v (p110) (Q110+¢)
t=0



5

5
E(ZT110) = Z vIP(Ty0=1t) = 2 v (p110) (G110+¢)
t=0

t=0

E(ZT110)
= V: oP1109110 + V2 P1109111 + V3 2P1109112 + V* 3P1109113 + V° 4P1109114
+ V” 5P1109115

E(Zr,,,) = 0,9403557u.m.

Ly
Sabendo que opy =P(Tx >0) =1, (py = f € m+iPx = mPx X 1 Px+m, OU

seja:

oP110 =1
ly

13
3P110 = _ = (P110)P111) (P112)
110




Seguro de vida de uma pessoa de idade x com cobertura
vitalicia, com beneficio unitario pago ao final do ano de
morte do segurado

w—x w—X
E(ZTx) 2 Z vIP(T = t) = z v (1Dx) (Geae)
t=0 t=0
Ay = 2 vt+1( tDx) (Qxst) = E(ZTx)
t=0

Ai1o ~ 0,9403557u.m.



Observacao

A expectativa de vida de uma pessoa de idade x, mede quantos
anos em média uma pessoa sobrevive a partir dessa idade.

Ww—Xx Ww—X
Cx = 2 L tDxQxst = 2 tPx
t=0 t=1

A expectativa de vida completa de uma pessoa de idade x,
admitindo que a distribuicdo das mortes ao longo do ano é
uniforme, é dada por:
0 1
€x = ex T
2



Frobabilidade
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SEGURO DE VIDA TEMPORARIO

» No caso de Seguro de Vida Temporario:

> Existe a incerteza sobre a ocorréncia ou nao do
pagamento do beneficio.

» Existe incerteza sobre o momento do pagamento.
» Como calcular do VPA desse Beneficio?

»(Calcular a esperanca matematica da variavel
aleatoria “quanto devo ter hoje para pagar o
beneficio devido em relacao a um segurado?”



EXEMPLO 3: Pense no caso de uma pessoa de 25 anos que deseja fazer
um seguro onde caso este segurado faleca nos proéximos 5 anos, o seu
beneficidrio receberd uma quantia de 1.u.m. Considere também uma taxa de
juros de 4% ao ano e as seguintes probabilidade de morte. Calcule o valor
esperado da funcao valor presente.

Idade qx

25 0,00077
26 0,00081
27 0,00085
28 0,00090
29 0,00095
30 0,00100
31 0,00107
32 0,00114
33 0,00121
34 0,00130

35 0,00139




» Resp.:

il I €A=.0, 1208 B4

iPida -
0, caso contrario

adicional seja menor que o tempo de contrato, caso morra antes);

- Fungéo beneficio ( caso o tempo de vida

vr = vt ,t >0 > Funcio desconto ( caso o tempo de vida adicional
seja maior que zero, caso o segurado nao morra no primeiro periodo do
contrato);

T+1 _
Lt = {v Rl et - Funcéo valor presente ( o valor presente

0, caso contrario
necessario para que a seguradora cubra a apoélice contratada).

Obs. E normal o uso de T, para indicar que a
variavel T estd vinculada a idade x



bT = l.u.m, [ = 49,.

Idade qx =1 Gx Px=1Px=1-¢x - Le+1
1tx px
25 0,00077 0,99923 100000
26 0,00081 0,99919 09923
27 0,00085 0,99915 09842
28 0,00090 0,99910 99757
29 0,00095 0,99905 99667
30 0,00100 0,99900 09572
31 0,00107 0,99893 99472
32 0,00114 0,99886 99365
33 0,00121 0,99879 99251
34 0,00130 0,99870 99131
35 0,00139 0,99861 99002

Z, = {v1,v%v3,v* v° 0}

E(Z;) = vIP(Tys = 0) + v2P(Tys = 1) + v3P(Tys = 2) + v*P(Tys = 3) + v°P(Tys = 4) + [0P(Tys = 5) + -]



E(ZT) = ’Ulp(Tzs = 0) + UZP(TZS = 1) + USP(TZS = 2) + U4P(T25 = 3) =18 USP(TZS = 4)

E(Z7) = v opasqas + V2 D25G26 + V3 2025G27 + V* 3D25G28 + V° 4D25G29



E(Z7) = viP(Tys = 0) + v2P(Tys = 1) + v3P(Tys = 2) + v*P(Tys = 3) + v°P(Tys = 4)

E(Zr) = vlqys + V% D2asqae + V3 2025G27 + V* 3D25G28 + V° 4D25G29

E(Z)_1 +12 +13zz7 +14128 +15129
T) = 1,04 q2s 104 P259:26 1,04 N qz7 1,04 Ly q2s 1,04 . » 429



E(ZT) = U1P(T25 = 0) + UZP(TZS = 1) + UBP(TZS = 2) + U4P(T25 = 3) + USP(TZS = 4)

E(Z7) = viqo5 + V2 pasqae + V3 2025007 + V* 3025028 + V° 4P25020

£z 1 N 3 N Ly 1 \" (L 1\ (lys
T 104 425 104 P25926 1’04 125 qz7 + 1,04 125 q28 + 104 s d29

3

2 4 5
1 1 1 1 1
E(Zy) = 0,999230,00081 + [ —— | 0,998420,00085 + [ ——) 0,997570,00090 + [ — | 0,996670,00095
(Zr) = (104)000077+<1,o4> 0,0008 +<1,04> o+<1'04> / +<1’04> 00095

E(Zr,. ) ~ 0,003788 u.m.



Outra opcao seria:

vT*t1 T =01,23,4

b = 1, t=0,1,2,34
T 0, caso contrario

_t+1 _
, . Vp =V t>0 L =
0 , caso contrario T ’ T

VPA = E(Z;)

E(Z7) = v1qo5 + v2 pasqae + V3 2025027 + V* 3025028 + V° 4P25G20

Como 4 1Px = mPx X | Px+m, entdo:

E(Zy) = vlqys + V2 Pasqae + V3D25P26427 + V*D25P26P27928 + V> P25P26D27D28929

E(Z;) = 0,003788 u.m.



t=0t=1 t=2,t=3,t=4

>

E(Z7) = vIP(Tys = 0) + v2P(Tys = 1) + v3P(Tys = 2) + v*P(Tys = 3) + v°P(Tys = 4)

x T.vida adicional  Z(t) Sr(t) = ¢px Fr(t) = 19y
25 t=0 v T(25) > 0 T(25) < 1
2% t=1 v? T(25) > 1 T(25) < 2
27 t=2 3 T(25) > 2 T(25) < 3
28 t=3 vt T(25) >3 T(25) <41
29 t =4 > T(25) > 4 T(25) <5

4

E(Z,) = Z P po o, ~ 0,003788 w.m.
t=0



Seguro de vida de uma pessoa de idade x com cobertura de n
anos, com beneficio unitario pago ao final do ano de morte
do segurado.

n—1 n-—1
E(Zr,) = Y vP(T = 1) = ) 01(,py) (Geae)
t=0 t=0
n—1
Axl:n_| N Z vt+1( tPx) (dx+t) = E(ZTx)
t=0

“1” acima dg “x” indica que o seguro é pago se “x  expirar

antes que “n7".

Aygi.z ~ 0,003788 u.m
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Exemplo 1: Uma pessoa de 25 anos deseja
fazer um seguro de vida inteiro que paga
lu.m. ao fim do ano de morte. O tempo de
sobrevida desse segurado pode ser modelado pela
tabua AT-49 e a seguradora promete remunerar
o capital em 5% ao ano. Qual deverad ser o
prémio puro Unico pago por esse segurado?’



Exemplo 1:

20 1 t+1
Ays = 2 105 tP25425+¢

1) 1\ 1 N 1 \"
Azs = (_1,05> q2s5 + (m) P25926 T (m) 2D25q27 T+ F (m) 90P25q115 ~ 0,11242



Exemplo 1:

1\ 1\ 1\’ 1\”
Ays = <—1,05> q25 t (ﬁ) P25q26 t+ (m) 2P25q27 + -t (1’05> 90P25q115 ~ 0,11242

1 \! 1 \2 1 \%
Ays = <1105> 1qzs5 + (m) P25q26 + -+t (1’05> (P25P26P27 -+ P114)q115 = 0,11242



Exemplo 2: A seguradora ird pagar um beneficio de 1 u.m. por um seguro
temporario caso o segurado de 105 anos faleca dentre um periodo de 4 anos.
Considere uma taxa de juros de 4% ao ano e tdbua At-2000 Masculina .
Calcule o prémio puro tnico:

Vi W 2 3 4
x @ pe A1051.3 =V oP1059105 T Y P1059106 T V7 2P1059107 T V™ 3P1059108

106 105 0.37240 0.62760 3
107 106 0.40821 0.59179 - t+1

Ajpst.z) = E VT tP1059105+¢
108 107 0.44882 0.55118

t=0

109 108 0.49468 0.50532

110 109 0.54623 0.45377

111 110 0.60392 0.39608 d | 1 2 3 4}
v={v,vs,v>v

112 111 0.66819 0.33181

113 112 0.73948 0.26052 _ { }

PXX = 1 oP105P105 2P105 3P105

114 113 0.81825 0.18175

115 114 0.90495 0.09505

gxx = {4105, 9106 » 9107 9108}
116 115 1.00000 0.00000



X

qx

Px

106 105

107 106

108 107

109 108

110 109

111 110

112 111

113 112

114 113

115 114

116 115

0.37240

0.40821

0.44882

0.49468

0.54623

0.60392

0.66819

0.73948

0.81825

0.90495

1.00000

0.62760

0.59179

0.55118

0.50532

0.45377

0.39608

0.33181

0.26052

0.18175

0.09505

0.00000

3
Ajost.q) = z v i P105G105+t
t=0
# Funcao que recebe como entrada, a taxa de
rentabilidade(i) anual, a idade do segurado (idade), o
numero de anos de cobertura (n) e o valor do beneficio

(b).

Ax<- function( i, idade, n,b) {
v <-(1/(i+1))"(1:n)
pxx <- c¢(1, cumprod( px|(idade+1):(idade+n-1)]) )

# 1, D105, 2P105, 3P105
qxx <- gx|(idade+1):(idade+n)]

# 9105, 9106, 9107, 9108
Ax  <- b* sum(v*pxx*qxx)

return (Ax)
}

Ajgs1.5~ premio(0.04,105,4,1)



SEGURO DE VIDA
TEMPORARIO

» Caso discreto

A= Ax(i,x,n,b)

x-m|

SEGURO DE INTEIRO OU
VITALICIO

» Caso discreto

w—X

i b E t+1
A, = (% tPxQx+t
t=0

A= Ax(i,x,max(x)-x,b)



Zr=vT*1 T >0 \

A, = Z?:_Ox ZT tPxQx+t

7 = vt T=01,..,n—1
z 0, caso contrario

Axl:n_| = Z?;Ol Z7 tPxqx+t

P(Tx = t) = t Px Qx+t

E(Zr)
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Seguro de vida pago no momento da morte

Seja T ou T, a variavel aleatoéria associada ao tempo de vida adicional
de um individuo recém nascido (de idade 0). Entdo a fungéo de sobrevivéncia,
St, (t), ¢ a probabilidade desse individuo viver além da idade futura ¢, tal que:

St,(t) =1—Fr (t) = P(Tp > t) ou Sp(t)=1—F;(t) =P(T >1t)

Seja T, a variavel aleatoria tempo de vida adicional do individuo de
idade x. Entdao a fung¢do de sobrevivéncia, St_(t), ¢ a probabilidade de viver
além da idade futura t.

St (t) =1—Fr (t) = P(Ty > t)



Seguro de vida pago no momento da morte

» A probabilidade de uma pessoa de idade x atingir (viva) a idade x +
t, é dada por:

tPx = STx(t) — p(Tx > t) — P(TO >t +x|T0 > X)

_STO(x+t)_P(T>t+x)
P2 = "5, @) P(T>«x)

» A probabilidade de uma pessoa de idade x morrer antes de atingir a
idade x + t, é dado por:

STO (x + t)
tdx =1 —
ST, (x)

= Fr,(t)

Logo:
tdx T tPx = 1



Observacao

A expectativa de vida de uma pessoa de idade x, mede quantos
anos em média uma pessoa sobrevive a partir dessa idade.

w—X

ex =B(T) = [ tfy 0t



Observacao

w—X

4 - . -1 px)
ex =BT = |ty (0 = Oj :

0

lx+t X

W=X g (_ w—
Hloo j tld(lx+t)
0

Unifalist

0

1d( l
Fazendou=t e —— (dx;t) dt = dv logo du =dt e —’;—J’t = v, assim
X X

, _y W-X w—X
| ] b +j :j
0 0
w—Xx
€x = j tDx At

0



Exemplo 1: Suponha que o tempo de vida adicional

da pessoa ao nascer, possa ser modelada por meio da
funcdo de densidade:

1
fr, (t) = EOI[O,MO] (t)

Calcule ey, 0, € ..



Exemplo 1: Nota-se que para Ty ~ U.(0,140) , implica aceitar que

140
o= "\140

eo — E(To) — T, pOiS:
o it t=14°_1402 1) 140
7 |2\140)| T 2 \140) " 2

eo = 70 anos



Exemplo 1
St,.(t) = P(Ty > t) = ¢ py

St (t) = P(T, >t) = P(Ty > x + t|Ty > x)

P(To>x+t,Ty>x) PT>x+tT>x)

S (t) =
1 (£) P(Ty > x) P(T > x)
140 1 140 — (x + t
$ (t)_P(T>x+t)_fx+tmdt_ 14&) )_140—x—t
Al = AR ) _flszdt_ 140 — (x) 140 —x
x 140 140
_ 140—x-t _1 140-x—t ¢t
tPx = 40— tdx = 140-x  140-x




Exemplo 1

_ 140—x—t _140-¢
140—x t Po = "0
140140 — ¢ "

140
t=140
1
= 70 anos




Seguro de vida pago no momento da morte

A forca de mortalidade -transicao instantinea do estado vivo para o
morto, e define-se pelo limite:

. h4x
A i
. P(T, < h) A", 1—P(T, > h)
Sl ] A ]
| _P@>x+h) | St h)
miversidaie Federal aP({liga> \i6ersifade Feder So (%)
) = i [ = fim |,

- Sty () = Sz, (x + h)
Syt h St (x)




Seguro de vida pago no momento da morte

1 P(Ty > x+h) _STO(x+h)
O - P(Ty>x) | i Sr,(¥) | . [STO (x) — Sz, (x + )
U N h—0 h B h—0 h N h—-0 h STO (X)
X)=— lim [ 0
K0 St,(x) h—0 [ h
/
: & S't, (x)
p(x) =

51, (x)



Seguro de vida pago no momento da morte

A forca de mortalidade - transicdo instantanea do estado vivo para o

morto, e define-se por:
S,To(x)
STO(x)

p(x) = -

E uma medida relativa da mortalidade em que a idade x é atingida,
enquanto g, mede a mortalidade ao logo do ano.

« u(x)=0.
* u(x) nao necessariamente é menor que 1.

 u(x)dx representa a probabilidade de morte no intervalo infinitesimal
(0, dx).



Seguro de vida pago no momento da morte

Importante notar que:

d
fr (O = = (1)

- Sr,(x + t))

= 4 1 — { 1
fo(t)_E( —tpx)—a( S (1)

S'r,(x + 1)
ST, (x)

fr.(t) = —

S,To(x b t) STO(X il t)  Fi [ S’To(x v t) STO(X =y t)

fr,(t) = = Sy (x) % Sp,(x+t) | Sp(x+t)| Sp(x)

fr,(@®) = pulx+ t)( py)



EXEMPLO 2: Suponha que o tempo de vida

adicional da pessoa ao nascer, possa ser modelada por
meio da funcao de densidade:

1
fr, (t) = EOI[O,MO] (t)

Calcule u(x + t). Lembrando do exercicio anterior que:

Y 140—x—t | t
140—x cGxi= Topru s

tPx



EXEMPLO 2
Dxtt(x + ) = fr, (¢)

Entao:

tdx = Fr,(t)

~ 140 — x

dFr,(t) ) 8
T fr, (), assim:

Considerando que

dFTx(t)_d( t )_ T ©
dt  dt 140—x_140—x_fo

Logo

140 —x  _ 1
140 —x—t 140—x—t
140 — x

pulx +1t) =




Seguro de vida pago no momento da morte

Importante notar que:

P [y nlx+t)de

g, =1— e—f(? u(x+t)dt



Seguro de vida pago no momento da morte

_ po—8(47..) e —o0T
Hnif312 Unifals Unifad
Z = be %(28+)  a-ceoooooo, Beneficio(constante) igual a b
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

I | | I | | | | L,
| | | | | | | | | |
Tempo (anos)

Considerando que néao existe despesas administrativas, imposto e lucro,
o valor a ser cobrado deveria ser valor esperado de b.e ~°T, logo:

E(VP) = E(be°T) = bE(e™°T)

Lembrando que § = In(1 +1i).



SEGURO DE VIDA SEGURO DE INTEIRO OU
TEMPORARIO VITALICIO

T,, Continuo

A1z =f0 Zifr, (t)dt RS fOOOthTx(t)dt

n (0.0]
Fom= [ o pener e | A= | e e+ 0t
0 0




EXEMPLO 3: Considere que a funcao de sobrevivéncia e forca
de mortalidade de x = 30 em dada populacao seja de:

70—t 1
tp30=7—0 e M(30+t):m para t > 0

Esse individuo decide fazer um seguro de vida temporario no
periodo de 20 anos. Admita que a taxa de rentabilidade
constante, e suponha que i = 5% ao ano.

Calcule o VPA (prémio puro tnico) que paga 1u.m. de
beneticio pago no momento da morte do segurado.



EXEMPLO 3

o PO = o — ,—1n(1,05)
A301.70] i =5% aoano. v=e

e 9T, 0<T <20

b=1,0<t<?20 vt:e_5t,OStSZO ZT:{O caso contrario



EXEMPLO 3

VPA = E(Zr) = Ay

b=1,0<t<20 v, =e%,0<t<20 Zr=e 9T, 0<T <20

A

20
301:2_sz B_Sthgo(t)dt =f
0

As0%:201 = 75(25)

20 20

1
8_5t tPBOM(SO + t)dt — j e_St_dt
0 ! 70

_s¢ |t=20

_ e 1

~ 706
t=0

20(~=8) _ ,0(=6)
[e e ]

Como 6 = In(1,05)

i 1
A30:200 = 34753

(e=09758 — 1) = 0,182446



EXEMPLO 3

Veja que, é suficiente para o segurado pagar 0,182446 u.m.
hoje de forma a receber (o beneficiario) 1,00 u.m. na ocorréncia
de sinistro.

O exemplo considerou que o beneficio seria de 1 u.m., e caso o
segurado contratasse um seguro que paga $250000,00 reais no
momento de morte? Quanto deveria ser o prémio puro tunico
pago por ele???



A301:2_0|7 T3() < UC(O,7O) e i =5%a.a v=e” In(1,05)t

b = 2500000.

Azp1.307 = 0,182446
250000 14301:2—0' ~ 45611,53
Caso o valor do beneficio seja $ 250000,00, o prémio a ser pago

pelo segurado devera ser (arredondando no centavo) de $45611,53
(considerando a mesma taxa de juros).



EXEMPLO 4: Para proteger seu filho de 5 anos, uma pessoa de
30 anos decide fazer um contrato de seguro de vida temporario

com beneficio varidvel no tempo (Considere distribuicao
T30 ~ Uc(O, 70))-

Considere i = 5% ao ano.

I[) Se morrer dentro de 10 anos o beneficio seréd de $100000,00.

IT) Se morrer entre 10 e 20 anos, o beneficio sera: 150000 — 5000¢.



EXEMPLO 4: Veja que, para esse caso, o beneficio é diferente
dependendo do momento de morte do segurado, entao:

{ 100000 e~ 97, T <10

ZT — bTe_6T = <

\(150000 —50007)e~%T, 10<T <20

Portanto:

10 100000e 9t 20 (150000 — 5000¢t)e 9t
VPA = j dt + f dt
0 1

70 > 70



oy flo 100000e ¢ "
1 —r
3 70
t=10
JL 10000e 9t ~ 10000e~%87% — 10000
L™ 7(=6) O B —0,34153
t=

VPA, ~ 11304,59



EXEMPLO 4

_ (*°(150000 — 5000t)e~°*
VPA, = LO = dt
Por partes:
[udr = ur — [ rdu
entao
u = 150000 — 5000¢; -> du = —5000dt
oSt oSt
dr = - dt -> Tt
o0t t=20 fzo o0t
VPA, = (150000 — 5000¢t) o — 5000dt
70-8)| _ o 708




EXEMPLO 4

20 (150000 — 5000¢t)e 0t
VPA, =j — dt
10
o0t t=20 20 -6t
VPA, = (150000 — 5000t 5000dt
2 = ) 70(=5) +fl0 70(—3)
t=10
_sp |F=20 o5t t=20
VPA, = (150000 — 5000t + 500
2= ( )70(—5) 3 7(—6)2 4
t= t=

50008_0'04879(20) _ 100008_0’04879(10) 500(6_0’04879(20) _ e—0,04879(10))

+

A, =
2 7(—0,04879) 7(—0,04879)2

VPA, =~ 12457,73 — 7112,165 = 5345,565



Exemplo 4: Veja que, para esse caso, O
beneticio é diferente dependendo do momento de
morte do segurado, entao:

dt

10100000¢ ™~ n(1.05) 20150000 — 5000¢)e ™ (1,05t
VPA = f dt + j
0 70 £ 70

VPA = VPA, + VPA,

VPA = 11304,59 4+ 5345,565 = $16650,15



SEGURO DE VIDA SEGURO DE INTEIRO

TEMPORARIO OU VITALICIO
» T, Continuo » T, Continuo
— n (0.0)
Sl = —[o 2/ S Ay = f Zifr, (t)dt
0
i i A= [ e d
Axl:n_l = J @ Ui Pt (x + 8)dt - _];) € tPxp(x + 1)de
0
» T, discreto » T, discreto
n-—1 w—Xx
Ay = Z Z.P(T, = t) A=) ZP(T, =0
t=0 t=0
n—1 w—X
A. = Ut+1 Dxq
Aprp) = Z S RS i ; 1T
t=0




Zr=vT*1 T >0 \

Ax > ?)z_()x ZT tPxqx+t

7 = vI*11T=01,..,n—1
T 0 v .

Axl:ﬂ - Z?z_()l Z7 (PxQx+t

P(Tx = t) = t Px Qx+t

E(Zr)

7~

q

Zr=e°T,T >0 \

y ] Zp (pop(x + £)dt
0

7~

A,

n|

e 9T 0<T<n
0, c.C

fy Zp (pxp(x + t)dt

Fr(©) = ¢ uCx + EN_
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Calculo da variancia: Seguro de vida temporario

» Uma caracteristica importante de wuma variavel
aleatoria é sua variabilidade:

» Em geral, é avaliada pela discrepancia de seus valores em
relacao a média ou a mediana.

» A média dos desvios é sempre zero e, portanto, nada
informativa.

» Tomando o quadrado dos desvios e, entdo, calculando
o valor esperado, chegamos a uma das mais
importantes medidas de variabilidade.



Calculo da variancia: Seguro de vida temporario

» A definicdo matematica da varidncia de uma variavel aleatoria
Zr & tal que:

var(Z;) = E{[Z; — E(Z;)]?}

» A raiz quadrada da variancia é denominada de desvio-padréo e
representado por oz,

» Pode se calcular a variancia também por:

var(Zy) = E(Z%) — E(Z1)?



Calculo da variancia: Seguro de vida temporario

Considerando Z; = bv'*! | uma funcdo de wvariavel

aleatoria e por consequéncia também uma variavel
aleatoria, tem-se:

T+1) = p2 T+1)

var(Zy) = var(bv var (v



Calculo da variancia: Seguro de vida temporario

» Caso de T discreto: var(Zy) = 2A1; (Axl n|)

2

var(Zr) = BT = BT = 3 W g [Z i

t=0

v%2 = w = Fator de desconto

» Caso de T continuo: var(Z;) = 24,17 (Axl n|)

n_

var(Zy) = E(e™2°T) — E(e‘5T)2 = jne

0

. 2
“2otf (t)dt — U e_&fo(t)dt]
0



Calculo da variancia: Seguro de vida inteiro

> Caso de T discreto: var(Z;) = 24, — (4,)?

w—Xx w—X 2
var(ZT) S E(v2T+2) P E(UT+1)2 = Z Wt+1 tPxDx+t — [z vt+1 tpxCIx+t]
t=0 t=0

v4 =w = Fator de desconto

» Caso de T continuo: var(Z;) = Z_Ax — (4,)%

00 0 2
var(Zy) = E(e™2°T) — E(e“ST)2 = j e‘25thx(t)dt — U e_Sthx(t)dt]
0

0



EXEMPLO 1: Calcule a variancia de Zy .

I+t 0<T<5

b=1, 0<t<5 v™*1,t>0 ZT:{
0, c.c.

Lembramos que 4,51.5; = 0,0037888 para i = 4%.



Dados do exemplo 1
1 =4%

Idade qx Dy =1—q, I, = Lys1
Px
25 0,00077  0,99923 100000
26 0,00081  0,99919 99923
27 0,00085  0,99915 99842
28 0,00090  0,99910 99757
29 0,00095  0,99905 99667
30 0,00100  0,99900 99572
31 0,00107  0,99893 99472
32 0,00114  0,99886 99365
33 0,00121  0,99879 99251
34 0,00130  0,99870 99131
35 0,00139  0,99861 99002




EXEMPLO 1

var(Zy) = 24,515 — (0,0037888 )?
4 2
1 t+1 2
var(z) = )’ — Pasasic — (0,0037888 )
t=0 :

1 \2 1\ 1\ 1\8 1\
var(Zry ) = [(1_04> qzs5 + (1_04> 1P25926 + (1_04> 2P25927 + (1_04> 3P25q28 + <1_04> 419256129]

—(0,00337014 )2

var(Z;) = 0,0033557



EXEMPLO 2: Considere que uma pessoa de 30 anos decide
fazer um seguro de vida temporario no periodo de 20 anos.
Admita que o tempo de vida adicional desta pessoa possa ser
modelado pela distribuicao uniforme continua de parametros 0 e
70, ou seja:

T30 ~ UC(O,7O)
Considere i = 5% ao ano.

Sabemos pela resolu¢do do problema que 14301:2—(” ~ 0,182446. A
partir dessas informacoes obtenha a variancia para esse seguro.



EXEMPLO 2

e 0T 0<T <20

b=10<t<20 e %,t>0 ZT:{ a
BN JOCRCE

20

1
var(Z;) = f e 20t —_dt —0,1824462
I 70

1 — 8—405

var(Zr) = 1205 0,182446% ~ 0,09231757

Oz, = \/0,09231757 ~ 0,3038381



SEGURO DE VIDA INTEIRO-Simulagao

Considere a situacdo em que uma pessoa de 30 anos deseja fazer
um seguro que pague ao seu beneficidArio no momento da morte
um valor de $200 000,00. Para esse calculo a seguradora considera
uma taxa de rentabilidade anual de 5% e que o tempo de vida
adicional do segurado seja modelado por um modelo uniforme
continua. Assim:

T30 ~ U.(0,70) i =5% ao ano by = R$200000,00
70 70 1
VPA = j zrfr()dt = j 200000~ 1n(1,05)t —_ g¢

\ : 70

200000e~ M(105)[ " 200000
VPA = — € _ [— e~ 1n(1,05)70 4 o= In(1,05)0]
70 In1,05 70 In 1,05
t=0

VPA = 20000043, = 58559,81(—e3*15+ 1) ~ 56634,57



SEGURO DE VIDA INTEIRO-Simulacao

Considere agora que ap6és um determinado tempo observando
3000 pessoas da mesma coorte que fizeram no mesmo ano um
seguro de vida vitalicio. Seja anotado o tempo gasto para que
cada um venha a falecer.

Histograma do tempo de vida adicional, T

E(T30) = 35 Uar(T30) — 102,83

Frequéncia
30

TTTTT



SEGURO DE VIDA INTEIRO-Simulacao

Levando em consideracdo que ‘“sabemos” previamente a
sobrevida de cada segurado (dados simulados). Os valores
presentes necessarios ao pagamento do beneficio contratado
por cada segurado pode ser calculada. Assim:

z, = bvt = 200000e 9t = 200000¢ ~ (n(1.05)¢



Frequency

150

100

50

Histograma com os valores presentes dos beneficios futuros
para cada um dos 3000 T T <- runlf(SOO0,0,?O)

delta  <-log(1+0.05)

v <- exp(-delta)
VPA  <- 2 00000%(v"T)
hist(VPA, breaks=100")

7Z; = 58541,33

VPA = 20000043, ~ 56634,57

N

Zss = 36258,06

n = 1865
n = 1838
n = 1459

A distribuicao Uniforme para modelar a sobrevida do segurado, leva a um valor de prémio alto, pois

n = 1135
n=1162
n = 1541

T T 1
100000 150000 200000

VPA

essa supoem que chance da pessoa morrer “cedo” é igual a de morrer “tarde”.

Apesar das limitacoes, a estimativa se mostrou proxima da média verificada a posteriori.

Devido a forte assimetria o valor obtido para VPA esta a direita da moda e mediana.



Prémio calculado por percentil

» Considere um prémio II, de um seguro vitalicio de
forma que:

P(Zr, <) =a

P(be™°x <Tl,) = a




Prémio calculado por percentil

~

Como a variavel aleatoria

P (Z T S H tOI) = de comportamento

conhecido é o tempo (T), é
mais conveniente lidar com

P (T = t a) = @ sua distribuicdo do que com

a distribuicdo dos valor

nx presente atuarial.
(7)) /

P\Tx2-——57)=

ASSim: (H )
In




Prémio calculado por percentil

» Devido a variabilidade elevada, pode ser
interessante calcular determinar o valor presente a
partir de um quantil predeterminado.

» Obter um valor presente de baseado nas
probabilidades dos beneficios futuramente pagos,
serem inferiores ao estipulado.



EXEMPLO 3: Considere um seguro de vida vitalicio feito por
x = 30, com beneficio igual a $200000, dado que T35 ~ U.(0,70) e

i = 5% ao ano. Qual seria o valor do prémio II;; de forma que
P(ZT < Hgo) — 0,9?



EXEMPLO 3
b = $20000,00.  Tso ~ U.(0,70) i =5% ao ano

P(T30 = tgge, ) = 0,9

701 70 — togo,

P(T302t90%)=j %dtz 70 =0,9

tooo, = 7

P(T30 = 7) = 0,9

H30
in (200000)
In(1,05)

H30
in (200000) A
In(1,05)

P(T3027):P T302_ =O,9

a0, ~ $142136.3



Histograma do tempo de vida adicional, T
= /anos

40 50 60
|
|
|
|

Frequéncia
30
|
[

20
v

2 90% das valores maiores quet = 7
< [ l I I l l I ]
0 10 20 30 40 50 50 70
T P(Zr <) =«
Histograma com os valores presentes dos beneficios futuros P(Tx > ta) =

para cada um dos 3000 T

200
|

= $742136,3

150
|

90% dos valores menores que $14213,6

100
|

Frequéncia

o A T e T T e

[ T T I 1
0 50000 100000 150000 200000

VPA

»Quanto maior o tempo de vida adicional menor o valor presente.
»Valores grandes de t geram valores pequenos e proximos de VPA.



EXEMPLO 4: O segurado de idade x decide fazer um seguro

de vida vitalicio com pagamento de beneficio unitario no

momento de sua morte. Considere a taxa instantinea de juros,
d = 0,06e que T,, ~ Exp(0,04).

fr,(t) = 0,04e=%%%, t >0

Determine o valor de I, tal que P(Z; <II,) = 0,1.



Density

Distribuigdo assimétrica

0,04e 004t q¢

) 57,86% dos valores abaixo
da média [E(T,) = 25].
g _ " ~ 10% dos valores acima
° i de média 57,5.
i P(Z;<Il,)=0,1
% ] X P(Tx > th%) == 0,1
|
&\ 0
\ P(Ty > t109 ) = J
\\ t10%
5 \ P(T, > t1p9, ) = e~ %0%t0% = 0,1
t109 = 57,5 anos
E; 5|O 1[|JO ‘15IO 2[|JO l

Grafico da simulacdo de
exemplo 4.

250
tempo

1000 apodlices com as condicoes do



Density

Z; =$0,031

Observados 10

Histogram of 2

E(ZT) — $0,4‘ — ABO

Observados 43
valores abaixo de

. E(Zr) = A3
valores abaixo
de Z;
I, = S006%575 = 0,031745
ﬁx\‘ . Nas mesmas condigoes A, = 0,4
il ihzh::h::"‘_""-: L a M

[ l I I ]

02 04 06 08 10
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SEGURO DE VIDA INTEIRO

P(Zp, <z) = P(Tx > —

St (x + (— lngz)))

Z) 3 St, (x) ‘ - &F




EXEMPLO 5: Considere a funcao de sobrevivéncia
dada por:

1 1
Sr. () = 11573(115 - )3; 0 <t < 115.

Dado x =40 e i = 4% determine P(ZTx < Z).



EXEMPLO 5:

In(z 21 [
ST, (40— 0)84)) 115 3(115—(40— i)

)

=

( ) 0,04
P\Z; <z)=
A S1,(40) 11573(115 — 40)3
(75 ; l(’}g?)
P(Zr, <z)=
(75)§

Wl =

P(zy. < 7) = (3 + l3n(z)>  erey<i




Aproximag¢ao normal para uma carteira de seguros de vida
Considere agora a variavel aleatoria S associada a uma

carteira de seguros composta por k apodlices (independentes
e identicamente distribuidas), isso é

Z

-

Il
[N

l

em que Z; corresponde a funcao valor presente da apolice .

k k

(S z s vz z E(Z)) = kE(Z)
=1 =1
k k

var(S) = var ZZi = z var(Z;) =k var(Z)

=1 =1



Aproximag¢ao normal para uma carteira de seguros de vida

Definicao: Teorema central do limite.

Seja S uma variavel aleatoéria correspondente a uma soma
de k varidveis aleatérias independentes e identicamente
distribuidas, cada qual com esperanca u e variancia . Entéo:

w="""F N(0,1)
== — ~ 5
ovk

Logo
S ~ N(ku, ko?)



Aproximag¢ao normal para uma carteira de seguros de vida

Chamando de S a soma dos valores presentes
necessarios a cobrir os sinistros ocorridos, queremos
encontrar o valor II tal que:

Normal Distribution

PS<ID=a




Aproximag¢ao normal para uma carteira de seguros de vida

PS<Il) =«

S—E(Z;) N—-E(Zy)

(\/var(ZT) \/var(ZT))

P(W<H E(ZT)) a
\/var(ZT)

1— E(Z7)

\/var(ZT)

ol 04

:Wa




Normal Distribution

Normal Distribution

A=}

PS<I)=a

PW<w,)=a

- E(Zy) _

Jvar(Zy) G




EXEMPLO 6: Seja uma carteira com 100 apdlices de seguro

de vida vitalicio com beneficio unitario pago no momento da
morte, em que todas as apolices sao independentes e identicamente
distribuidas, e cada apdlice corresponde ao seguro de vida de x =
60, e o tempo de vida adicional é modelado de tal forma
que (Peo = e~ 2%%e u(60+t) = 0,04. Considerando que 6 = 0,06
qual é o valor do prémio Il cuja probabilidade de que o total de
indenizacoes dessa carteira o supere seja de 5%, ou seja

P(S <TI) = 0,95.



SOLUCAO

Para cada apoélice

Ay = ] e~006t0) 04004t d¢ = 0,4 u.m.
0

VaT(ZT) = 2_A6O 3 (K60)2

00

var(Z;) = j e~ 012t 04904 dt — (0,4)% =~ 0,09
0

Logo E(S) = 40 e var(S) = 9.



SOLUCAO

Para cada apoélice
/T60 — 0,4 vaT(ZT) — 0,09

Logo E(S) =40 e var(S) =9

I1—40
P(S <TI) = 0,95 P(W < )_ 0,95
Como W ~ N(0,1), entéo
240 1.645
= W = 1,
\/6 0,95
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