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Status vida conjunta

« Um “status” pode ser entendido como a entidade ao qual
se associa a variavel aleatoria tempo de vida adicional.

« Por exemplo, podemos dizer que estavamos estudando
status composto por uma unica vida.

« Uma condicao ( estado)

« O status composto por varias vidas (independentes), onde
se trabalha com a regra prée-definida de que ele ira
“falhar” com o primeiro sinistro € chamado de Status vida
conjunta.

« A variavel aleatoria associada ao Status vida conjunta
corresponde aquela ao minimo de um vetor aleatorio.



Status vida conjunta

O status composto por varias vidas (independentes),
que “falha” com o primeiro sinistro € chamado de
Status vida conjunta.

Analogia com um circuito em serie

X y z w




Status vida conjunta

O status composto por varias vidas (independentes),
onde se trabalha com a regra pré-definida de que
ele ira “falhar” com o primeiro sinistro € chamado

de Status vida conjunta.
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Status vida conjunta

Considere o vetor aleatorio {T, ,T,,,Ty,, ..,T } composto
3 n
pelas variaveis aleatorias das sobrevidas de n pessoas, entao

a sobrevida resultante do status vida conjunta relacionado a
esse vetor e dada por:

T

X(1)

= min{Txl, sz, TX3’ veey Txn}

Ty, representa a sobrevida (v,a.) daquele individuo que

menos tempo vivera dentro o conjunto.



Status vida conjunta

Em particular daremos mais atencao a seguros sobre duas
vidas (x e y), assim:

Ty, = min{Ty, T}

Por definicao F;_ _(t) implica na probabilidade de que aquele
> Tx’y
que viver menos entre x ou y nao sobreviver a t, ou seja:

Fr,, (@) = P(Ty <t) = P(min{T,, Ty} <t) = ;qy,

*A notagdo Ty y € usada para representar as idades que compdem o estados, assim T, ,, = T(q)



Status vida conjunta
Fr, () = P(Tyy <t) = P(min{Ty, Ty} <t) = (qny

y —vivo y —morto
X —Vivo tPx tPy tPx tqy tPx
X —morto | (qx Py  tqx tqy tqx
tPy tdy 1

Se o minimo entre T, e T, € menor que t, entao:

tx,y = P(Tx <t ou Ty = t) = (tCIx tPy T tdx tqy + ¢t Dx tCIy)

tx,y =P(Tx =t ou Ty = t) = (tCIx tPy * tdx ¢ty + tPx t9y T t9x to)_ tqx tqy

tAxy = t9x T t9y — t9x ¢9y

Probabilidade da falha do status ocorrer em um periodo menor ou igual a
t.



Status vida conjunta
St,, (&) = P(Tyy > t) = P(min{Ty, Ty} >t) = (pxy
Pxy = P(Tyy >t) =P(T, >teT, >t)
Pxy =P(Ty >teT, >t) =Dy Dy

O status em questao sobrevive a t anos < (x) e (y) tambéem
sobrevivem.

STx,y(t) = tPx tPy = tPxy

Probabilidade da sobrevivéncia do status ao periodo
L.



Resumo

Seja T,, = min{T,,T,} entao:

FTx,y(t) = tqx T t9y — tqx t9y = tqxy
STx’y (L) = ¢ Px tPy = tDPxy

txy = 1-— t Px,y




EXEMPLO 1: Seja o tempo de vida futuro T, e Tg,
independentes, obtenha as expressoes pedidas( utilizando a
notacao utilizada para o status x, y):

a) A probabilidade de que a primeira morte ocorra entre 5 e
10 anos.

b) A probabilidade de que ambos vivam pelo menos mais 10
anos.

c) A probabilidade de que ao menos um esteja morto ao fim
de 30 anos.



EXEMPLO 1:

a) A probabilidade de que a primeira morte ocorra entre 5 e 10
anos.

P(5 < T4s550 < 10) = P(Tus50 > 5) — P(Tyus50 > 10)
P(S < Tys50 < 10) = 5P45,50 — 10 P45,50
P(S < Tys50 < 10) = (5P45)(5P50) — (10P45)( 10P50)

b) A probabilidade de que ambos vivam pelo menos mais 10
anos.

ST,e 5o (10) = P(Tys50 > 10)

10P45,50 = (10P45)(10P50)



EXEMPLO 1:

c) A probabilidade de que ao menos um esteja morto ao fim de
30 anos.

Fr, ., (30) = P(Ty5 < 30 ou T59 < 30) = 30 q4s,50

3094550 = 30945 T 30950 — 30945 30950

Ou

3094550 = 1 — 30P45 X 30 P50



Status vida conjunta

A probabilidade de que o numero de anos completados pelo
status seja t € dada por gy, :

(0xy = P(Tyy = t)
(1@xy = P(t <Tyy <t+1)=P(Tyy, >t) = P(Tyy, >t +1)
9%y = tPry — t+1Pxy = tPxy — tPxy(Pxsty+t)
(0xy = tPxy(1 = Pxsey+t)

t|dx,y = (tpx,y) (Qx+t,y+t)



Status vida conjunta

A probabilidade de que o numero de anos completados pelo
status seja t € dada por gy, :

t|9x,y = (tpx,y) (Qx+t,y+t)
t|9x,y = (tPx)( tpy) (CIx+t T Qy+t = Qx+t CIy+t)

t|CIxy ( tpx)( tpy)(l Px+t py+t)



EXEMPLO 2: Considere o trecho da tabela de mortalidade (AT-
49).

Idade qx Dx Ly
104 0,60271 (39729 114,992
105 0,63836 0,36104 45,6853
106 0,67514 0,32486 16,4942
107 0,71090 0,28910 5,35831
108 0,74582 (25418 1,54909
109 1 0,00000 0,39375

Calcule 19104107 € 2/9104,107



Calcule 11q104,107 € 2/9104,107

119104,107 = (P104) (®107) (9105 + G108 — G105 G108)

2|9104,107 = (2P104)(2P107) (9106 t 9109 — 9106 9109)



Status vida conjunta

A probabilidade de que o status sobreviva a t anos e falhe antes
de t + u anos € dada por gy y:

tulxy = P(t <Tyy <t +u)

tfuldry = P(Ty >t) — P(Tyy >t +u)
tludx,y = tPx,y — t+uPxy = tPxy — tpx,y( upx+t,y+t)

tludx,y = tpx,y(l — upx+t,y+t)

tludx,y = (tpx,y)( uCIx+t,y+t)



Status vida conjunta

A probabilidade de que o status sobreviva a t anos e falhe antes
de t + u anos € dada por g, :

tiudx,y = (tpx,y)( uQx+t,y+t)

tludx,y = (D) ( tpy)( uldx+t T uly+t — uldx+t X u Cly+t)

tludx,y = (D) ( tpy)(l — uDPx+t X upy+t)



EXEMPLO 3: Seja o tempo de vida futuro T, e Tx,
independentes, entao obtenha a probabilidade de que a primeira
morte ocorra entre 5 e 10 anos.

P(5 < Tuss50 < 10) = 5P4550 — 10Pas,50

P(5 < Tys50 < 10) = (5P45)(5D50) — (10P45)(10P50)




EXEMPLO 3: Seja o tempo de vida futuro T, e Tx,
independentes, entao obtenha a probabilidade de que a primeira
morte ocorra entre 5 e 10 anos.

P(5 < Tuss50 < 10) = 5P4550 — 10Pas,50

P(S < Tys50 < 10) = (5P45)(5P50) — (10P45)(10P50)

51594550 = (5P45)(sPs0)(1 — 5Ps0 X 5D55)
51594550 = (5Pa5)(5P50) — (5P45)(5P50)(sPs0 X 5P55)

5544550 = (5P45)(5D50) — (10DP45) (10P50)
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Resumo

Seja T,, = min{T,,T,} entao:

FTx,y(t) = tqx T t9y — tqx t9y = tqxy
STx’y (L) = ¢ Px tPy = tDPxy

txy = 1-— t Px,y

t|9x,y = (tpx,y) (CIx+t,y+t)

tludx,y = (tpx,y)( uCIx+t,y+t)



Status vida conjunta (Seguros Vitalicio)

= Nessa modalidade de seguro, o beneficio € pago
assim que o Status falhar.

= O valor presente atuarial de um seguro de vida
vitalicio com efeito imediato, e beneficio pago ao
final do ano de falha do status vida conjunta, com
sobrevida caracterizada pela variavel aleatoria T, ,,
é dada por:

00

_ t+1
Ayy = Z V™7 t1Ax,y

t=0



Status vida conjunta (Seguros)

co co
— t+1 _ t+1
Ax,y — z v t| CIx,y — Z (% (t px,y) (Qx+t,y+t)
t=0 t=0
Consequentemente,

0.0)

Ax,y — z vt+1( tPx) ( tpy)(l — Px+t py+t)
t=0

Ou

0.0)

Ayy = z v (o) ( th)(CIx+t T Qy+t — Qx+t CIy+t)
t=0



EXEMPLO 1: Considere o trecho da tabela de mortalidade (AT-49).

Idade g, Dy L,

104 0,60271 (,39729 114,992
105 0,63836 0,36104 45,6853
106 0,67514 (,32486 16,4942
107 0,71090 0,28910 5,35831
108 0,74582 (,25418 1,54909
109 1 0,00000 0,39375

A seguradora ira pagar um beneficio de 1 u.m. (ao fim do ano de
morte) caso pelo menos um dos segurados ( x = 104, y = 107
anos,) faleca ao longo do tempo. Utilize i = 5%.



Ato4107 = V' P(T104107 = 0) + v?*P(T104107 = 1) + v>P(T104207 = 2) + -

_ .1 2 3
A104,107 = V" 0]9104,107 T U 1|9104,107 T V” 2|q104,107 T ==

_ .1 2 3
A104,107 = V" 0P104,1079104,107 T V" P104,1079105,108 T V" 2P104,1079106,109 T ***

00

_ E t+1
A104,107 — (% tP104,1079104+¢t,107+t
t=0

A duracao maxima do status no seguro vitalicio embora esteja representada

por "o", corresponde a w —max(x,y), caso T, e T, pertencam a mesma

tabua.



(0.0)

_ t+1
A104,107 = 2 V' 119104,107

t=0
Aj04107 = z Vt+1( tP104)( eP107) (1 — DP1oa+t P1o7+¢)
t=0
Ou
A = ) v )( )( + — )
104,107 tP104)\ tP107)\ 4104+t T 9107+t — 9104+t 9107+t
t=0



EXEMPLO 2: A seguradora ira pagar um beneficio de 1 u.m. por um
seguro vitalicio, caso pelo menos um dos segurados faleca (T;;, €
T;14). Considere uma taxa de juros de 4% ao ano e tabua At-2000
unissex. Calcule o prémio puro:

X qx Px

106 105 0.37240 0.62760

107 106 0.40821 0.59179

108 107 0.44882 0.55118

109 108 0.49468 0.50532

110 109 0.54623 0.45377

111 110 0.60392 0.39608

112 111 0.66819 0.33181

113 112 0.73948 0.26052

114 113 0.81825 0.18175

115 114 0.90495 0.09505

116 115 1.00000 0.00000

(0]
_ E t+1
A112,114 = (% tP112,1149112+¢,114+t
t=0
(00]
_ § t+1
A112,114 = v (tp112 tP114)(1 — P112+t P114+t)
t=0
(0]
_ § t+1
A112,114 = (% tP112 tp114((h12+t T 1144t — CI112+tCI114+1:)
t=0

2777



Status vida conjunta (Seguros Temporario)

Caso seguro contratado pelo status tenha periodo de
cobertura definida, entao temos um seguro temporario, tal
que

n-—1 n-—1 n-—1

Aulzﬂ — Z A P(T=t)= z vttt t|dx,y = z vt+1( tpx,y) (Qx+t,y+t)

t=0 t=0 t=0

n—1 n—1

Aulzn_| = z vttt tPx tpy(l - px+tpy+t) = z vttt tPx tpy(CIx+t t Qy+t — qx+to+t)
t=0 t=0

em que u = {x, y}.



EXEMPLO 3: Calcule A,15, com u = (x =37,y =1). Considere

i = 5% ao ano e que T;; e Ty possam ser modelados pela tabua

de vida AT-49 masculina.
4

_ t+1
Au1:5| — 2 VT (eP37,1)937 4,1+t
t=0

Ay = VG371 + v2( P37.1)q382 + V> (2037103093 + V*(3P37.1) 0204 + V° (4P37,1)q415



EXEMPLO 3: Calcule A,15, com u = (x =37,y =1). Considere

i = 5% ao ano e que T;; e Ty possam ser modelados pela tabua

de vida AT-49 masculina.
4

_ t+1
Au1:5| — 2 VT (eP37,1)937 4,1+t
t=0

Ay = VG371 + v2( P37.1)q382 + V> (2037103093 + V*(3P37.1) 0204 + V° (4P37,1)q415

3
1
v3( 2P37,1)Q39,3 = (1 10 OS) (2p37)(2p1)(1 — D39 P3)

3
1
VS( 2P37,1)CI39,3 = (1 10 05> (2p37)(2p1)(q39 + 93 — q39 q3)

Az ~ 0,01195



Status vida conjunta (Seguro vitalicio)

Ax,y — 2 vt+1( tPx) ( tpy)(l — Px+t py+t)
t=0
Ayy = z v Cepa)( th)(CIx+t T Qy+t — Qx+t Cly+t)
t=0

Status vida conjunta (Seguro temporario)

n-—1 n-—1 n—1

Aul:ﬂ — z pitl P(T — t) = z pitl t|9x,y = z vt+1( tpx,y) (Qx+t,y+t)
t=0 t=0 t=0
n-1 n—1
Aul:n_| = z vttt tPx tpy(l - px+tpy+t) = z vt tPx tpy(CIx+t + Qy+t — CIx+tCIy+t)
t=0 t=0

em que u = {x, y}.



Status vida conjunta (Seguro vitalicio)

Var(Zx,y) =2 Ay — (Ax,y)z

w

2 _ 2t+2
Ax,y — z (% t| qx,y

t=0

Status vida conjunta (Seguro temporario)

var(Zx,y) A1 (Au1 nl)

n-1
24 . _ 2t+2
Aul:n| — 2 v t| dx,y
t=0
em que u = {x, y}.



Status vida conjunta (Seguro Dotal puro)

O dotal puro aplicado ao status vida conjunta se
caracteriza por pagar o beneficio somente se todos os
individuos do status sobreviverem ao periodo
contratado. Sendo assim, para o status formado por x e
y, temos:

v T, >0
0 caso contrario

_ N N ')
Au:ﬁll = V" nPxyy =V nPx nPy

em que u = {x, y}.



EXEMPLO 4: Um casal deseja contratar um seguro que ira
pagar $100000,00 caso ambos estejam vivos ao final de 6
anos. Qual o valor do prémio pago por eles? Considere x =
20, y=25 e i =5% ao ano e que nao sera acrescido ao
prémio valores adicionais ao que se espera gastar com

X
20
21
22
23
24
25
26
27
28
29
30
31
32

sinistros.

gx
0,00062
0,00065
0,00067
0,00070
0,00073
0,00077
0,00081
0,00085
0,00090
0,00095
0,00100
0,00107
0,00114

pX
0,99938
0,99935
0,99933
0,99930
0,99927
0,99923
0,99919
0,99915
0,99910
0,99905
0,99900
0,99893
0,99886

Ix
984341,5
983731,2
983091,8
982433,1
981745,4
981028,7
980273,3
979479,3
978646,8

977766
976837,1
975860,3
974816,1

Zt —_

10°p°
0

Em que u = {20,25}

T, >0
caso contrario



EXEMPLO 4: Um casal deseja contratar um seguro que ira pagar
$100000,00 caso ambos estejam vivos ao final de 6 anos. Qual o valor do
prémio pago por eles? Considere x =20, y =25 e i = 5% ao ano e que
nao sera acrescido ao prémio valores adicionais ao que se espera gastar
com sinistros.

X  qx pX X Para u = {20,25} temos:

20 0,00062 0,99938 984341,5

21 0,00065 0,99935 983731,2  10°A,.5;1 = 10°V° ¢pag25 = 10°1° 4Py P25
22 0,00067 0,99933 983091,8
23 0,00070 0,99930 982433,1
24 0,00073 0,99927 981745,4
25 0,00077 0,99923 981028,7
26 0,00081 0,99919 980273,3
27 0,00085 0,99915 979479,3
28 0,00090 0,99910 978646,8
29 0,00095 0,99905 977766

30 0,00100 0,99900 976837, 1
31 0,00107 0,99893 975860,3
32 0,00114 0,99886 974816, 1

Ly |
10%4,5p = 105v° 222 ~ $73921,63

lZO 125



Status vida conjunta (Seguro Dotal Misto)

O seguro dotal misto garante que o beneficio
sera pago caso o status falhe dentro do periodo de
cobertura n, ou todos os individuos sobrevivam a
esse perlodo Logo,

Au:ﬁ| — Au:ﬁll + Aul:ﬁl

em que u = {x, y}.



20
21
22
23
24
25
26
27
28
29
30
31
32

EXEMPLO 5: Um casal busca contratar um seguro que garantira
um beneficio de 1 em caso de sobrevivéncia de ambos ao final
de 2 anos. Em caso de falecimento de um dos conjuges durante
esse periodo, o sobrevivente também recebera um beneficio
igual a 1. Qual o valor do prémio pago por eles? Considere x =
20, y =25 e i = 3% ao ano e que nao sera acrescido ao prémio
valores adicionais ao que se espera gastar com sinistros.

gX
0,00062
0,00065
0,00067
0,00070
0,00073
0,00077
0,00081
0,00085
0,00090
0,00095
0,00100
0,00107
0,00114

pX
0,99938
0,99935
0,99933
0,99930
0,99927
0,99923
0,99919
0,99915
0,99910
0,99905
0,99900
0,99893
0,99886

Ix
984341,5
983731,2
983091,8
982433,1
981745,4
981028,7
980273,3
979479,3
978646,8

977766
976837,1
975860,3
974816,1

Au:§|

em que u

Au:fll + Au1:§|

(20,25}



EXEMPLO 5: Um casal busca contratar um seguro que garantira
um beneficio de 1 em caso de sobrevivéncia de ambos ao final
de 2 anos. Em caso de falecimento de um dos conjuges durante
esse periodo, o sobrevivente tambéem recebera um beneficio
igual a 1. Qual o valor do prémio pago por eles? Considere x =
20, y =25 e i = 3% ao ano e que nao sera acrescido ao prémio

X
20
21
22
23
24
25
26
27
28
29
30
31
32

valores adicionais ao que se espera gastar com sinistros.

gX
0,00062
0,00065
0,00067
0,00070
0,00073
0,00077
0,00081
0,00085
0,00090
0,00095
0,00100
0,00107
0,00114

pX
0,99938
0,99935
0,99933
0,99930
0,99927
0,99923
0,99919
0,99915
0,99910
0,99905
0,99900
0,99893
0,99886

Ix
984341,5
983731,2
983091,8
982433,1
981745,4
981028,7
980273,3
979479,3
978646,8

977766
976837,1
975860,3
974816,1

Au:§| — Au:7|1 + Au1:§|

N1~

t+1
v tpzo,zs)CIzo+t,25+t
t

Il
o

)
Au:§|1 = U~ 2P20,25



Status vida conjunta (Seguros diferidos)

Seguro diferido vitalicio

_ m
mIAx,y — (U mpx,y)Ax+m,y+m



EXEMPLO 6: Calcule 34101104 , Para isso considere i = 5% ao
ano e a tabua de vida AT-49 masculina.

Resp.:

— 3
3|A101,104 — (U 3p101,104)A104,107

. _ .3 _ 2.3
A1o1,104:3|1 = V" 3P101,104 — V"~ 3P101 X 3 P104

0.0)

Aj04107 = 2 pitl (P104) (tP107) (1 — D104+t P1o7+t)
t=0



Status vida conjunta (Seguros diferidos)

Seguro diferido temporario

m| Ay, (v mpxy)Awl 7

emque u=1{xy} ew={x+m,y+m}.



EXEMPLO 7: Dois irmaos decidem contratar um seguro que garantira um
beneficio de 1u.m. em caso de ao menos uma morte dentro de um
periodo de 2 anos, contudo esse seguro tem uma caréncia de 3 anos.
Qual o valor do premlo pago por eles? Considere x =17, y=22 e i=
3% ao ano e que nao sera acrescido ao prémio valores ad1c1onals ao que
se espera gastar com sinistros.

Resp.:

_ (1,3 _
3|Au1:2| = (V 3P17,22)AW1;2|

u={17,22} e w = {20,25}.

.3 .3
Au:§|1 = V" 3P17,22 = V™ 3P17 3P22

Ut+1( tP20,25) (Q20+t 925+t

I
i1~
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