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A densidade de 𝑇𝑥,𝑦 é obtida por meio de:

𝑓𝑇𝑥,𝑦 𝑡 =
𝜕𝐹𝑇𝑥,𝑦(𝑡)

𝜕𝑡
=
𝜕 𝑡𝑞𝑥,𝑦
𝜕𝑡

=
𝜕 𝑡𝑞𝑥 + 𝑡 𝑞𝑦 − 𝑡 𝑞𝑥 𝑡𝑞𝑦

𝜕𝑡

𝑓𝑇𝑥,𝑦 𝑡 =
𝜕 𝐹𝑇𝑥(𝑡) + 𝐹𝑇𝑦(𝑡) − 𝐹𝑇𝑥(𝑡) 𝐹𝑇𝑦(𝑡)

𝜕𝑡

𝑓𝑇𝑥,𝑦 𝑡 = 𝑓𝑇𝑥 𝑡 + 𝑓𝑇𝑦 𝑡 − 𝑓𝑇𝑥 𝑡 𝐹𝑇𝑦 𝑡 + 𝑓𝑇𝑦 𝑡 𝐹𝑇𝑥 𝑡

𝑓𝑇𝑥,𝑦 𝑡 = 𝑓𝑇𝑥 𝑡 + 𝑓𝑇𝑦 𝑡 − 𝑓𝑇𝑥 𝑡 𝐹𝑇𝑦 𝑡 − 𝑓𝑇𝑦 𝑡 𝐹𝑇𝑥 𝑡

𝑓𝑇𝑥,𝑦 𝑡 = 𝑓𝑇𝑥 𝑡 1 − 𝐹𝑇𝑦 𝑡 + 𝑓𝑇𝑦 𝑡 1 − 𝐹𝑇𝑥 𝑡

Status vida conjunta-função densidade



...

𝑓𝑇𝑥,𝑦 𝑡 = 𝑓𝑇𝑥 𝑡 1 − 𝐹𝑇𝑦 𝑡 + 𝑓𝑇𝑦 𝑡 1 − 𝐹𝑇𝑥 𝑡

𝑓𝑇𝑥,𝑦 𝑡 = 𝑓𝑇𝑥 𝑡 1 − 𝑡 𝑞𝑦 + 𝑓𝑇𝑦 𝑡 1 − 𝑡 𝑞𝑥

𝑓𝑇𝑥,𝑦 𝑡 = 𝑓𝑇𝑥 𝑡 𝑡𝑝𝑦 + 𝑓𝑇𝑦 𝑡 𝑡𝑝𝑥

𝑓𝑇𝑥,𝑦 𝑡 = 𝑡 𝑝𝑥𝜇(𝑥 + 𝑡) 𝑡𝑝𝑦 + 𝑡 𝑝𝑦𝜇(𝑦 + 𝑡) 𝑡𝑝𝑥

𝑓𝑇𝑥,𝑦 𝑡 = 𝑡 𝑝𝑥 𝑡𝑝𝑦 𝜇 𝑥 + 𝑡 + 𝜇 𝑦 + 𝑡

Status vida conjunta-função densidade



𝜇 𝑥 + 𝑡, 𝑦 + 𝑡 =
𝑓𝑇𝑥,𝑦 𝑡

𝑡𝑝𝑥,𝑦

𝜇 𝑥 + 𝑡, 𝑦 + 𝑡 =
𝑡𝑝𝑥 𝑡𝑝𝑦 𝜇 𝑥 + 𝑡 + 𝜇 𝑦 + 𝑡

𝑡𝑝𝑥 𝑡𝑝𝑦
=

𝜇 𝑥 + 𝑡, 𝑦 + 𝑡 = 𝜇 𝑥 + 𝑡 + 𝜇 𝑦 + 𝑡

Status vida conjunta-força de mortalidade



Seja 𝑇𝑥,𝑦 = 𝑚𝑖𝑛{𝑇𝑥, 𝑇𝑦} então:

𝐹𝑇𝑥,𝑦 𝑡 = 𝑡 𝑞𝑥 + 𝑡 𝑞𝑦 − 𝑡 𝑞𝑥 𝑡𝑞𝑦 = 𝑡 𝑞𝑥,𝑦

𝑆𝑇𝑥,𝑦 𝑡 = 𝑡 𝑝𝑥 𝑡𝑝𝑦 = 𝑡 𝑝𝑥,𝑦

𝑡𝑞𝑥,𝑦 = 1 − 𝑡 𝑝𝑥,𝑦

𝑓𝑇𝑥,𝑦 𝑡 = 𝑓𝑇𝑥 𝑡 𝑡𝑝𝑦 + 𝑓𝑇𝑦 𝑡 𝑡𝑝𝑥 = 𝑡 𝑝𝑥 𝑡𝑝𝑦 𝜇 𝑥 + 𝑡 + 𝜇 𝑦 + 𝑡

𝜇 𝑥 + 𝑡, 𝑦 + 𝑡 = 𝜇 𝑥 + 𝑡 + 𝜇 𝑦 + 𝑡

Resumo



EXEMPLO 1: Determine a função sobrevivência e a

função acumulada (mortalidade) para o status de

vida conjunta composto por (𝑥, 𝑦) tal que, seja o

tempo de vida futuro 𝑇𝑥 e 𝑇𝑦 independentes, ambos

com a seguinte função de densidade.

𝑓 𝑡 =  
0,02 10 − 𝑡 0 < 𝑡 < 10
0 caso contrário



EXEMPLO 1:

𝑓 𝑡 =  
0,02 10 − 𝑡 0 < 𝑡 < 10
0 caso contrário

𝑡𝑞𝑥 = 𝑡 𝑞𝑦 =  
0

𝑡

0,02 10 − 𝑢 𝑑𝑢 = 0,02 10𝑢 − 0,5𝑢2 𝑢=0
𝑢=𝑡

𝒕𝒒𝒙 = 𝒕 𝒒𝒚 =  
𝟎 𝒕 ≤ 𝟎

𝟎, 𝟐 𝒕 − 𝟎, 𝟎𝟓𝒕𝟐 𝟎 < 𝒕 < 𝟏𝟎

𝟏 𝒕 > 𝟏𝟎

𝑡𝑝𝑥 = 𝑡 𝑝𝑦 =  
𝑡

10

0,02 10 − 𝑢 𝑑𝑢 = 0,02 10𝑢 − 0,5𝑢2 𝑢=𝑡
𝑢=10

𝒕𝒑𝒙 = 𝒕𝒑𝒚 =  
𝟏 𝒕 ≤ 𝟎

𝟏 − 𝟎, 𝟐 𝒕 − 𝟎, 𝟎𝟓𝒕𝟐 𝟎 < 𝒕 < 𝟏𝟎

𝟎 𝒕 > 𝟏𝟎



𝑡𝑞𝑥 = 𝑡 𝑞𝑦 =  
0 𝑡 ≤ 0

0,2 𝑡 − 0,05𝑡2 0 < 𝑡 < 10
1 𝑡 > 10

𝑡𝑝𝑥 = 𝑡 𝑝𝑦 =  
1 𝑡 ≤ 0

1 − 0,2 𝑡 − 0,05𝑡2 0 < 𝑡 < 10
0 𝑡 > 10

=  
1 𝑡 ≤ 0

0,01 10 − 𝑡 2 0 < 𝑡 < 10
0 𝑡 > 10

𝑡𝑝𝑥,𝑦 = 𝑡 𝑝𝑥 𝑡𝑝𝑦 = 1 − 0,2 𝑡 − 0,05𝑡2 1 − 0,2 𝑡 − 0,05𝑡2

𝒕𝒑𝒙,𝒚 = 𝟏 − 𝟎, 𝟐 𝒕 − 𝟎, 𝟎𝟓𝒕𝟐
𝟐
= 𝟎, 𝟎𝟏 𝟏𝟎 − 𝒕 𝟐 𝟐

E

𝐹𝑇𝑥,𝑦 𝑡 = 𝑡 𝑞𝑥,𝑦 = 𝑡 𝑞𝑥 + 𝑡 𝑞𝑦 − 𝑡 𝑞𝑥 𝑡𝑞𝑦 = 1 − 𝑡𝑝𝑥,𝑦

𝑡𝑞𝑥,𝑦 = 0,2 𝑡 − 0,05𝑡2 + 0,2 𝑡 − 0,05𝑡2 − 0,2 𝑡 − 0,05𝑡2 2

𝒕𝒒𝒙,𝒚 = 𝟎, 𝟒 𝒕 − 𝟎, 𝟎𝟓𝒕𝟐 − 𝟎, 𝟎𝟒 𝒕 − 𝟎, 𝟎𝟓𝒕𝟐
𝟐
= 𝟏 − 𝟎, 𝟎𝟏 𝟏𝟎 − 𝒕 𝟐 𝟐



EXEMPLO 2: Ainda com os dados do exemplo

1 determine a força de mortalidade ,função

de densidade e a expectativa de vida para o

status de vida conjunta composto por (𝑥, 𝑦).



EXEMPLO 2:

𝜇 𝑥 + 𝑡, 𝑦 + 𝑡 = 𝜇 𝑥 + 𝑡 + 𝜇 𝑦 + 𝑡

𝜇 𝑥 + 𝑡 =
𝑓𝑇𝑥 𝑡

𝑡𝑝𝑥
=

0,02 10 − 𝑡

0,01 10 − 𝑡 2
=

𝟐

𝟏𝟎 − 𝐭
= 𝜇 𝑦 + 𝑡 0 < 𝑡 < 10

𝜇 𝑥 + 𝑡, 𝑦 + 𝑡 =
2

10 − t
+

2

10 − t
=

4

10 − t



EXEMPLO 2: 𝑓𝑇𝑥,𝑦 𝑡 = 𝑡 𝑝𝑥 𝑡𝑝𝑦 𝜇 𝑥 + 𝑡 + 𝜇 𝑦 + 𝑡

𝑓𝑇𝑥𝑦 𝑡 = 0,01 10 − 𝑡 2 0,01 10 − 𝑡 2
2

10 − 𝑡
+

2

10 − 𝑡

𝒇𝑻𝒙,𝒚 𝒕 = 𝟎, 𝟎𝟏 𝟏𝟎 − 𝒕 𝟐 𝟐 𝟒

𝟏𝟎 − 𝒕
, 𝟎 < 𝒕 < 𝟏𝟎.

ou

𝒇𝑻𝒙,𝒚 𝒕 = 𝟏 − 𝟎, 𝟐 𝒕 − 𝟎, 𝟎𝟓𝒕𝟐
𝟐 𝟒

𝟏𝟎 − 𝒕
, 𝟎 < 𝒕 < 𝟏𝟎.



EXEMPLO 2:

𝑒𝑥,𝑦 =  

0

10

0,01 10 − 𝑡 2 2𝑑𝑡 =  

0

10

0,0001 10 − 𝑡 4𝑑𝑡

𝑒𝑥,𝑦 =  

0

10

0,0001 10000 − 4000𝑡 + 600𝑡2 − 40𝑡3 + 𝑡4 𝑑𝑡 = 𝟐

𝑒𝑥 = 𝐸 𝑇𝑥 =  

0

∞

𝑡𝑓𝑇𝑥 𝑡 𝑑𝑡 =  

0

∞

𝑡𝑝𝑥 𝑑𝑡

𝑒𝑥,𝑦 = 𝐸 𝑇𝑥,𝑦 =  

0

∞

𝑡𝑓𝑇𝑥,𝑦 𝑡 𝑑𝑡 =  

0

∞

𝑡𝑝𝑥,𝑦 𝑑𝑡



EXEMPLO 3: Calcule

𝑔 𝑡 = 𝑒−  0
𝑡
𝜇 𝑥+𝑠,𝑦+𝑠 𝑑𝑠

em que 𝜇 𝑥 + 𝑠, 𝑦 + 𝑠 =
4

10−𝑠



EXEMPLO 3: Calcule

𝑔 𝑡 = 𝑒−  0
𝑡
𝜇 𝑥+𝑠,𝑦+𝑠 𝑑𝑠

em que 𝜇 𝑥 + 𝑠, 𝑦 + 𝑠 =
4

10−𝑠

𝑔 𝑡 = 𝑒
−  0

𝑡 4
10−𝑠 𝑑𝑠

= 𝑒
−4  0

𝑡 1
10−𝑠 𝑑𝑠

= 𝑒−4 − 𝑙𝑛 10−𝑠 𝑠=0
𝑠=𝑡

𝑔 𝑡 = 𝑒−4 − 𝑙𝑛 10−𝑡 +𝑙𝑛 10 = 𝑒4 𝑙𝑛 10−𝑡 𝑒−4 𝑙𝑛 10

𝑔 𝑡 = 𝑒𝑙𝑛 10−𝑡 4
𝑒𝑙𝑛 10 −4

=
10 − 𝑡 4

10000

𝑔 𝑡 = 0,0001 10 − 𝑡 4 = 𝒕𝒑𝒙,𝒚



𝑡𝑝𝑥,y = 𝑒−  0
𝑡
𝜇 𝑥+𝑠,𝑦+𝑠 𝑑𝑠

𝑡𝑝𝑥,y = 𝑡 𝑝𝑥 𝑡𝑝y

𝑡𝑞𝑥,𝑦 = 1 − 𝑒−  0
𝑡
𝜇 𝑥+𝑠,𝑦+𝑠 𝑑𝑠

𝑡𝑞𝑥,𝑦 = 𝑡 𝑞𝑥 + 𝑡 𝑞𝑦 − 𝑡 𝑞𝑥 𝑡𝑞𝑦

𝑡𝑞𝑥,𝑦 = 1 − 𝑡 𝑝𝑥,𝑦

Status vida conjunta

𝜇 𝑥 + 𝑡, 𝑦 + 𝑡 = 𝜇 𝑥 + 𝑡 + 𝜇 𝑦 + 𝑡

𝑓𝑇𝑥,𝑦 𝑡 = 𝑡 𝑝𝑥,𝑦 𝜇 𝑥 + 𝑡, 𝑦 + 𝑡

𝑒𝑥,𝑦 =  

0

∞

𝑡𝑓𝑇𝑥,𝑦 𝑡 𝑑𝑡 =  

0

∞

𝑡𝑝𝑥,𝑦 𝑑𝑡
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Seja 𝑇𝑥,𝑦 a variável aleatória associada ao tempo adicional

do status vida conjunta, onde 𝑇𝑥 e 𝑇𝑦 são as variáveis

aleatórias contínuas e independentes entre si, então o

prêmio puro único do seguro de vida vitalício com efeito

imediato e benefício (unitário) pago no momento da falha do

status é dado por:

 𝐴𝑥,𝑦 =  
0

∞

𝑒−𝛿𝑡𝑓𝑇𝑥,𝑦(𝑡)𝑑𝑡

em que 𝑓𝑇𝑥,𝑦 𝑡 = 𝑡 𝑝𝑥,𝑦 𝜇 𝑥 + 𝑡 + 𝜇 𝑦 + 𝑡

Status vida conjunta (Seguro vitalício pago no 
momento da “falha”)



EXEMPLO 1: Seja o tempo de vida futuro ao nascer dos

indivíduos 𝑥 e 𝑦, ambos com a seguinte função de densidade.

𝑓𝑇 𝑡 =  
0, 𝑡 < 0

𝛼𝑒−𝛼𝑡, 𝑡 > 0

Determine o premio puro único para um seguro vitalício

para o status 𝑢 = {𝑥, 𝑦}. Considere 𝛿.



EXEMPLO 1:

 𝐴𝑥,𝑦 =  
0

∞

𝑒−𝛿𝑡 𝑡𝑝𝑥,𝑦𝜇 𝑥 + 𝑡, 𝑦 + 𝑡 𝑑𝑡

𝑡𝑝𝑥 =
𝑒−𝛼 𝑥+𝑡

𝑒−𝛼𝑥
= 𝑒−𝛼𝑡 = 𝑡 𝑝𝑦

𝜇 𝑥 + 𝑡 = −
𝑆𝑇0
′ 𝑥 + 𝑡

𝑆𝑇0 𝑥 + 𝑡
= −

−𝛼𝑒−𝛼𝑡

𝑒−𝛼𝑡
= 𝛼 = 𝜇 𝑦 + 𝑡



EXEMPLO 1:

 𝐴𝑥,𝑦 =  
0

∞

𝑒−𝛿𝑡 𝑡𝑝𝑥 𝑡𝑝𝑦 𝜇 𝑥 + 𝑡 + 𝜇(𝑦 + 𝑡) 𝑑𝑡

Como 𝑡𝑝𝑥,𝑦 = 𝑡 𝑝𝑥 𝑡𝑝𝑦 e 𝜇 𝑥 + 𝑡, 𝑦 + 𝑡 = 𝜇 𝑥 + 𝑡 + 𝜇(𝑦 + 𝑡)

 𝐴𝑥,𝑦 =  
0

∞

𝑒−𝑡𝛿 𝑒−𝛼𝑡 2 2𝛼 𝑑𝑡

 𝐴𝑥,𝑦 = 2𝛼  
0

∞

𝑒−𝑡(𝛿+2𝛼)𝑑𝑡

 𝐴𝑥,𝑦 = 2𝛼 −
1

2𝛼 + 𝛿 𝑒𝑡 2𝛼+𝛿
0

∞

=
2𝛼

2𝛼 + 𝛿



Caso o seguro for temporário por 𝑛 anos, temos:

 𝐴𝑢1:𝑛| =  
0

𝑛

𝑒−𝛿𝑡𝑓𝑇𝑢 𝑡 𝑑𝑡

em que 𝑢 = {𝑥, 𝑦}.

Status vida conjunta (Seguro temporário pago no 
momento da “falha”)



EXEMPLO 2: Seja o tempo de vida futuro 𝑇𝑥 e 𝑇𝑦
independentes, ambos com a seguinte função de densidade.

𝑓 𝑡 =  
0,02 10 − 𝑡 0 < 𝑡 < 10
0 caso contrário

Determine O valor presente atuarial temporário por 5

anos para o status 𝑢 = {𝑥, 𝑦}, considere 𝛿 = 0,05 .



EXEMPLO 2: Seja o tempo de vida futuro 𝑇𝑥 e 𝑇𝑦 independentes, ambos

com a seguinte função de densidade.

𝑓 𝑡 =  
0,02 10 − 𝑡 0 < 𝑡 < 10
0 caso contrário

Determine O valor presente atuarial temporário por 5 anos para

o status 𝑢 = {𝑥, 𝑦}, considere 𝛿 = 0,05 .

Resp

 𝐴𝑢1:  5| =  
0

5

𝑒−𝛿𝑡𝑓𝑇𝑢(𝑡)𝑑𝑡

 𝐴𝑢1: 5| = 
0

5

e−𝛿𝑡 𝑡𝑝𝑥,𝑦 𝜇 𝑥 + 𝑡 + 𝜇 𝑦 + 𝑡 𝑑𝑡



EXEMPLO 2:

 𝐴𝑢1:  5| =  
0

5

𝑒−𝛿𝑡𝑓𝑇𝑢(𝑡)𝑑𝑡

 𝐴𝑢1:  5| =  
0

5

e−𝛿𝑡 𝑡𝑝𝑥,𝑦 𝜇 𝑥 + 𝑡 + 𝜇 𝑦 + 𝑡 𝑑𝑡

 𝐴𝑢1:  5| =  
0

5

𝑒−𝑡0,05 0,01 2 10 − 𝑡 4
4

10 − t
𝑑𝑡

 𝐴𝑢1:  5| = 0,0004 
0

5

𝑒−𝑡0,05 10 − 𝑡 3𝑑𝑡 ≈ 0,86143



 𝐴𝑥,𝑦 ≈
𝑖

𝛿
𝐴𝑥,𝑦

 𝐴𝑢1:𝑛| ≈
𝑖

𝛿
𝐴𝑢1:𝑛|

em que 𝑢 = {𝑥, 𝑦}.

Status vida conjunta



O dotal puro aplicado ao status vida conjunta se caracteriza

por pagar o benefício somente se todos os indivíduos do status

sobreviverem ao período contratado. Já o seguro dotal misto

garante que o benefício será pago caso o status falhe dentro do

período de cobertura 𝑛, ou todos os indivíduos sobrevivam a esse

período.

 𝐴𝑢:  𝑛|1 = 𝑣𝑛 𝑛𝑝𝑥,𝑦 = 𝑣𝑛 𝑛𝑝𝑥 𝑛𝑝𝑦

 𝐴𝑢:  𝑛| =  𝐴𝑢:  𝑛|1 +  𝐴𝑢1:  𝑛|

em que 𝑢 = 𝑥, 𝑦 .

Dotal puro/Dotal misto



EXEMPLO 3: Qual o valor do prêmio puro único calculado para um

dotal misto aplicado ao status vida conjunta composto por duas

vidas, tal que, 𝑇𝑥 ∼ 𝐸𝑥𝑝(0,028) e 𝑇𝑦 ∼ 𝐸𝑥𝑝(0,025)? Considere a taxa

de juros instantânea de δ = 0,06 e 5 anos de cobertura .



 𝐴𝑢: 5| =  𝐴𝑢: 5|1 +  𝐴𝑢1: 5|
em que 𝑢 = 𝑥, 𝑦 .

 𝐴𝑢: 5|1 = 𝑒−0,06×5 5𝑝𝑥 5𝑝𝑦

 𝐴𝑢: 5|1 = 𝑒−0,06×5 
5

∞

0,028𝑒−0,028𝑡𝑑𝑡 
5

∞

0,025𝑒−0,025𝑡𝑑𝑡 ≈ 0,569

 𝐴𝑢1:  5| =  
0

5

𝑒−0,06𝑡 𝑡𝑝𝑥,𝑦 𝜇 𝑥 + 𝑡 + 𝜇 𝑦 + 𝑡 𝑑𝑡,

 𝐴𝑢1:  5| =  
0

5

𝑒−0,06𝑡 𝑒−0,028𝑡𝑒−0,025𝑡 0,028 + 0,025 𝑑𝑡

 𝐴𝑢1:  5| =  
0

5

𝑒−0,113𝑡 0,053𝑑𝑡 ≈ 0,2024



 𝐴𝑢: 5| =  𝐴𝑢: 5|1 +  𝐴𝑢1: 5|

em que 𝑢 = 𝑥, 𝑦 .

 𝐴𝑢: 5|1 ≈ 0,569  𝐴u1: 5| ≈ 0,2024

 𝐴𝑢: 5| ≈ 0,569 + 0,2024 ≈ 0,7714
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